
ปัญหาการหาค่าเหมาะสุดแบบเบาบางในการหาเอกลักษณ์ของระบบ

จิตโกมุท ส่งศิริ

ภาควิชาวิศวกรรมไฟฟ้า คณะวิศวกรรมศาสตร์ จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย กรุงเทพฯ ประเทศไทย 10330

อีเมล์: jitkomut.s@chula.ac.th

บทคัดย่อ บทความนี้จะกล่าวถึงปัญหาทางคณิตศาสตร์ที่พบในการหาแบบจำลอง หรือเอกลักษณ์ของระบบ (system
identification) ปัญหาดังกล่าว ส่วนใหญ่มักจะเป็นปัญหาการหาค่าเหมาะสุด (optimization problems) โดยที่ตัวแปร
ของปัญหาจะแสดงถึงค่าพารามิเตอร์ของแบบจำลองที่ต้องการประมาณสำหรับระบบที่ซับซ้อนมากโดยทั่วไปแล้ว แบบ
จำลองที่จะใช้อธิบายระบบ ก็ย่อมมีจำนวนพารามิเตอร์ เป็นจำนวนมากตามไปด้วย การเลือกใช้แบบจำลองที่มีจำนวน
พารามิเตอร์ไม่มาก (parsimonousmodels) ในการอธิบายระบบที่ซับซ้อน จึงเป็นแนวทางหนึ่งที่มักจะถูกนำมาพิจารณา
ดังนั้น ในปัญหาการประมาณแบบจำลอง จึงมุ่งเน้นไปที่รูปแบบปัญหาที่จะทำให้ ตัวแปรของปัญหามีค่าเป็นศูนย์ เป็น
จำนวนมาก (sparse solutions) เนื่องด้วย ค่าตัวแปรที่เป็นศูนย์จะสอดคล้องกับค่าพารามิเตอร์บางตัวของแบบจำลอง
เป็นศูนย์นั่นเอง รูปแบบปัญหาแบบนี้ เราจึงเรียกว่าการหาเอกลักษณ์ของระบบแบบเบาบาง (sparse system identi-
fication) ในบทความนี้จะนำเสนอนิยามของระบบเบาบางในแบบจำลองประเภทต่างๆ รูปแบบปัญหาที่พบบ่อยในกลุ่ม
ปัญหาดังกล่าว และเทคนิคการหาค่าเหมาะสุดนี่นำมาพิจารณาในการแก้ปัญหากลุ่มนี้
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Abstract This paper describes various optimization problems considered in system identification. The de-
cision variables of these problems refer to model parameters that need to be estimated. It is known that a
complex system should be explained by a high-dimensional model which leads to a large number of pa-
rameters to be identified. For this reason, parsimonous models are widely chosen for explaining complex
systems. In this paper, we focus on model estimation formulations that promote a sparsity in the parameters
and we call this type of problem as sparse system identification. We summarize the definition of sparse
systems and associated estimation formulations and describe numerical techniques for solving this type of
problems.
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1. บทนำ
เมื่อพิจารณาระบบหนึ่งๆ ซึ่งแสดงความสัมพันธ์ระหว่างสัญญาณเข้าและสัญญาณออก ดังแสดงในรูป 1 ปัญหาการหา

รูปที่ 1 ระบบแสดงความสัมพันธ์ระหว่างสัญญาณเข้าและสัญญาณออก

เอกลักษณ์ของระบบ คือปัญหาการเลือกโครงสร้างแบบจำลองทางคณิตศาสตร์ และหาค่าพารามิเตอร์ของแบบจำลอง
จากค่าสัญญาณเข้าและสัญญาณออกของระบบ โดยจุดประสงค์ในการหาเอกลักษณ์ของระบบ คือแบบจำลองที่ได้นั้น
ควรจะนำมาใช้อธิบายพลวัตหรือลักษณะของระบบที่สนใจได้ดี ในแง่ที่ว่า ผลตอบจากแบบจำลองควรจะใกล้เคียงกับผล
ตอบจากระบบจริงมากที่สุด ยกตัวอย่างของปัญหาการหาเอกลักษณ์ เช่น การหาฟังก์ชันพหุนามอันดับ n ที่ประมาณ
จุดข้อมูลที่กำหนดให้ได้ใกล้เคียงที่สุด (polynomial fitting problem) การหาเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วม (covariance
matrix) ของผลการเลือกตั้งในจังหวัดต่างๆ การหาฟังก์ชันโอนย้าย (transfer function) สำหรับอธิบายพลวัตของระบบ
มอเตอร์กระแสตรง หรือการหาอนุกรมเวลา (time series) เพื่อใช้อธิบายราคาหุ้นที่เปลี่ยนแปลงตามเวลา เป็นต้น

เป็นที่ทราบกันดีว่า ในขั้นตอนการหาพารามิเตอร์ของแบบจำลองนั้น หากเรามีชุดจำนวนข้อมูลของสัญญาณเข้าและ
สัญญาณออกเป็นจำนวนมากแล้ว จะทำให้ผลการประมาณค่าพารามิเตอร์นั้น ดีกว่ากรณีที่มีจำนวนชุดข้อมูลที่ใช้ในการ
ประมาณน้อย นอกจากนี้ โดยทั่วไปแล้ว ระบบที่มีความซับซ้อนมากมักจะถูกอธิบายได้ด้วยแบบจำลองทางคณิตศาสตร์
ที่มีอันดับสูงๆ ส่งผลให้มีจำนวนตัวแปรหรือจำนวนพารามิเตอร์ที่ต้องหาในแบบจำลองนั้นมีค่ามาก จากเหตุผลดังกล่าว
หากเราต้องหาแบบจำลองสำหรับระบบที่ซับซ้อนมาก แต่มีจำนวนชุดข้อมูลที่ใช้ในการประมาณมีจำกัด (ซึ่งข้อจำกัดนี้พบ
ได้ทั่วไปในทางปฏิบัติ) อาจจะเกิดปัญหาที่เรียกว่า overfitting กล่าวคือ แบบจำลองจะพยายามอธิบายพลวัตส่วนที่มา
จากความไม่แน่นอนของสัญญาณรบกวนที่ผ่านรวมมากับสัญญาณออกที่วัดได้ แทนที่จะอธิบายความสัมพันธ์ที่แท้จริง
ของสัญญาณเข้ากับสัญญาณออกของระบบด้วยเหตุนี้ เราจึงเลือกที่จะสนใจแบบจำลองที่มีโครงสร้างที่ไม่ซับซ้อน กล่าว
คือ เรามุ่งหาแบบจำลองที่มีจำนวนพารามิเตอร์ไม่มากนัก หรือไม่ซับซ้อน (parsimonousmodels) แต่ยังสามารถอธิบาย
พลวัตของระบบได้ดีระดับหนึ่ง แนวทางนี้เป็นที่รู้จักกันดีในหัวข้อว่า การเลือกแบบจำลอง (model selection) ซึ่งเป็นการ
แลกกันระหว่าง ความสามารถของแบบจำลองในการอธิบายระบบ (goodness of fit) กับความซับซ้อนของแบบจำลอง
(model complexity) การใช้แนวทางการเลือกแบบจำลองที่ไม่ซับซ้อนดังกล่าว มีข้อดีคือ 1) ในขั้นตอนการหาพารามิเตอร์
ของแบบจำลอง จะสามารถหลีกเลี่ยงปัญหา overfitting ได้ และ 2) โครงสร้างของแบบจำลองที่ไม่ซับซ้อนนั้น จะช่วย
แสดงถึงความสัมพันธ์ที่เด่นชัดของกลุ่มตัวแปร ในระบบ ได้ดีกว่าการใช้แบบจำลองที่ซับซ้อน ข้อดีหลัง จะเป็นจุดสำคัญ
ที่งานวิจัยในปัจจุบันได้ให้ความสนใจ และเป็นหัวข้อหลักที่จะถูกกล่าวในบทความนี้ ยกตัวอย่างเช่น การหาแบบจำลอง
อนุกรมเวลา เพื่ออธิบายอัตราการเติบโตของกลุ่มยีนส์ และใช้โครงสร้างเชิงกราฟในการตีความว่า เมื่อยีนส์ตัวหนึ่งๆ มี
การเจริญเติบโต จะส่งผลให้ยีนส์ตัวอื่นตัวใดเปลี่ยนแปลงบ้าง (gene expression regulatory networks discovery) [1]
หรือ การหาแบบจำลองเพื่ออธิบายระดับกิจกรรมในสมองจากสัญญาณ fMRI แล้วนำแบบจำลองที่ได้มาตีความว่า เมื่อ
สมองในส่วนหนึ่งๆ เกิดการกระตุ้นจากสิ่งเร้าภายนอก จะส่งผลให้สมองส่วนอื่นใด เกิดการกระตุ้นในการทำงานอีกบ้าง
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(functional connectivity in fMRI) [2, 3, 4, 5]
เมื่อพิจารณาการหาเอกลักษณ์ของระบบ ด้วยแนวทางเชิงพาราเมตริก (parametric approach) จะพบว่า ปัญหา

ทางคณิตศาสตรที่เกี่ยวข้องในการหาพารามิเตอร์ของแบบจำลองนั้น สวนใหญมักจะเป็นปัญหาการหาคาเหมาะสุด (op-
timization problems):

minimize
x

f(x) (1)

โดยที่ตัวแปรของปญหา คือ x ∈ Rn จะแสดงถึงพารามิเตอร์ของแบบจําลองที่ตองการประมาณ และ f(x) จะเป็น
ฟังก์ชันที่อธิบายว่าแบบจำลองที่ใช้ค่าพารามิเตอร์เท่ากับ x นั้น จะอธิบายพลวัตของระบบได้ดีเพียงใด (goodness of
fit) ยกตัวอย่างเช่น f อาจจะเป็นฟังก์ชันสูญเสียกำลังสอง (quadratic loss) หรือค่าลบของฟังก์ชันเป็นไปได้ (nega-
tive loglikelihood) สําหรับระบบที่ซับซอนมากโดยทั่วไปแลว แบบจําลองที่จะใชอธิบายระบบ ก็ยอมมีพารามิเตอร์เป็น
จำนวนมากตามไปดวย (x จะเป็นเวคเตอร์อันดับสูง หรือnมีค่ามาก) ดังนั้นในปญหาการประมาณแบบจําลองที่มุ่งเน้น
ในการหาแบบจำลองที่ไม่ซับซ้อน (parsimonous models) จึงสอดคล้องกับการหาแก้ปัญหา (1) ที่มีผลตอบของปญหา
มีคาเปนศูนยเปนจํานวนมาก (sparse solutions) เนื่องดวย คาตัวแปรที่เป็นศูนยจะสอดคลองกับคาพารามิเตอรบางตัว
ของแบบจําลองเป็นศูนยนั่นเอง เราจึงเรียกปัญหาเหล่านี้ว่าเป็นการหาเอกลักษณของระบบแบบเบาบาง (sparse sys-
tem identification) และรูปแบบปัญหาการหาค่าเหมาะสุดที่จะส่งผลให้ผลตอบมีค่าเป็นศูนย์เป็นจำนวนมาก จะถูกเรียก
ว่า การหาค่าเหมาะสุดแบบเบาบาง (sparse optimization) หนึ่งในรูปแบบปัญหาในแนวทางดังกล่าว ที่นิยมใช้กันมาก
มีรูปแบบดังนี้

minimize
x

f(x) + λ‖x‖1 (2)

กล่าวคือ เราเพิ่มเทอม 1−นอร์มในฟังก์ชันจุดประสงค์ และกำหนด λ ซึ่งเป็นค่าสเกลาร์บวก ใช้ในการถ่วงน้ำหนักว่าจะ
ให้ความสำคัญกับเทอม f(x) หรือ ‖x‖1 มากกว่ากัน การใช้รูปแบบปัญหาดังข้างต้น หากใช้ค่า λ ที่มากพอ จะส่งผล
ให้สมาชิกหลายตัวของ x เป็นศูนย์ [6, 7] ดังนั้นรูปแบบข้างต้น จึงเป็นการแลกกันระหว่าง การเลือก x ที่มีศูนย์มากๆ
(แบบจำลองที่ได้จะเป็นแบบจำลองที่ง่าย) หรือการเลือก x ที่ทำให้ค่า f ต่ำๆ (แบบจำลองอธิบายพลวัตระบบได้ดี) โดย
ผ่านทางการเลือกค่า λ ดังแสดงในรูป (2) ซึ่งเป็นตัวอย่างกรณีที่ f(x) = ‖Ax− b‖22 กล่าวคือ f เป็นฟังก์ชันกำลัง
สองของค่าคลาดเคลื่อนระหว่างผลตอบของแบบจำลอง กับผลตอบที่วัดได้จริง

ในกรณีที่ f(x) = ‖Ax − b‖22 ปัญหา (2) จะเป็นที่รู้จักกันดีในนามว่าปัญหา LASSO [7, 8, 9] หรือ `1-
regularized least-squares ที่ถูกนำมาพิจารณากันมากในปัญหา compressed sensing [10, 6, 11], ปัญหาการกู้
สัญญาณ (signal recovery) หรือปัญหาผกผัน (inverse problem) [12, 13, 14, 15, 16] และปัญหาการหาเอกลักษณ์
ของระบบ (ซึ่งจะกล่าวถึงงานวิจัยที่ผ่านมาโดยละเอียดต่อไป) นอกจากนี้งานวิจัยที่เกี่ยวข้องกับปัญหา (2) ในอีกแง่มุม
หนึ่ง คือการหาเทคนิคการหาค่าเหมาะสุดสำหรับ (2) เมื่อขนาดของปัญหามีขนาดใหญ่มาก (n มากกว่าหลักหมื่น) โดย
มีขั้นตอนวิธีที่นำเสนอที่ใช้แค่เกรเดียนต์ของฟังก์ชันจุดประสงค์ (gradient-based algorithms) หรือขั้นตอนวิธีที่เหมาะ
กับการคำนวณแบบกระจาย (distributed programming) เป็นจำนวนมาก [17, 18, 19, 14, 20, 21]

เมื่อกล่าวถึงรูปแบบปัญหา (2) ที่พบในการหาเอกลักษณ์ของระบบนั้น สามารถแบ่งออกได้เป็นสามหัวข้อใหญ่ๆ จาก
งานวิจัยที่ผ่านมา คือ 1) การหาเอกลักษณ์ของระบบเบาบาง (sparse systems) และ 2) การใช้รูปแบบการหาค่าเหมาะ
สุดแบบเบาบาง (sparse optimization formulation) และ 3) เทคนิคการหาค่าเหมาะสุดแบบเบาบาง ในการประมาณ
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large

small 

รูปที่ 2 ตัวอย่างแสดงผลการแก้ปัญหา (2) เมื่อ f(x) = ‖Ax− b‖22 สำหรับค่า λ ที่หลายๆ ค่า จะพบว่าเมื่อเลือก
λ ให้มีค่ามาก จะได้ว่า ‖x‖1 มีค่าน้อยเพราะ x จะกลายเป็นเวคเตอร์เบาบางมาก และทำให้ ‖Ax − b‖22
มีค่าสูง เนื่องจากค่า x ดังกล่าวทำให้เกิดความคลาดเคลื่อนระหว่างแบบจำลองและข้อมูลจริงนั้นมีค่าสูงขึ้น

(sparse optimization techniques in estimation) ดังนั้น จุดประสงค์หลักของบทความนี้ คือการเลือกและสรุปงานวิจัย
ปัจจุบันที่น่าสนใจ ในภายใต้หัวข้อทั้งสาม แต่เนื่องจากหัวข้อเรื่องเทคนิคการหาค่าเหมาะสุดนั้น เป็นหัวข้อที่มีรายละเอียด
ในทางคณิตศาสตร์มาก จึงขอกล่าวถึงหัวข้อนี้แบบจำกัดเท่านั้น

สัญลักษณ์ทางคณิตศาสตร์. Rn คือปริภูมิของเวคเตอร์ค่าจริงขนาด n, Rm×n คือปริภูมิของเมทริกซ์ค่าจริงขนาด
m × n, ‖ · ‖ หมายถึงนอร์มใดๆ ของเวคเตอร์หรือเมทริกซ์ สำหรับนอร์ม-1 ของ x ∈ Rn นั้น ‖x‖1 = |x1| +
|x2|+ · · ·+ |xn| และ ‖x‖2 =

√
x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n, สำหรับX ∈ Rm×n นั้น xij จะหมายถึงสมาชิกตัว

ที่ (i, j) ของX และ rank(X) หมายถึงค่าลำดับขั้น (rank) ของเมทริกซ์X , ‖X‖? คือนอร์มนิวเคลียร์ของX ซึ่ง
เป็นผลบวกของค่าเอกฐาน (singular value) ของX ส่วนO(g(k)) หมายถึง บิ๊กโอของฟังก์ชัน g (Big O of g)

2. ระบบแบบเบาบาง
ระบบแบบเบาบาง (sparse systems) นั้น ในที่นี้เราจะขอนิยามว่า หมายถึงระบบที่มีพารามิเตอร์หลายตัวมีค่าเป็นศูนย์
ในที่นี้เราจะสนใจระบบเชิงเส้นเป็นส่วนใหญ่ และจะยกตัวอย่างระบบเบาบาง ด้วยการอธิบายจากแบบจำลองหลายๆ แบบ
สำหรับแบบจำลองพลวัต (dynamical models) นั้น เราจะใช้สัญลักษณ์ y ∈ Rm ว่าเป็นสัญญาณออกของระบบ z ∈
Rn ว่าเป็นตัวแปรสถานะ และ u ∈ Rp เป็นสัญญาณเข้าของระบบ ส่วนระบบอพลวัต (static models) นั้น เราจะใช้
สัญลักษณ์ y ∈ Rm และ u ∈ Rn ว่าเป็นสัญญาณออกและสัญญาณเข้าของระบบ ตามลำดับ จุดมุ่งหมายของส่วน
นี้คือ การรวบรวมคำจำกัดความของระบบแบบเบาบางที่น่าสนใจ รวมถึงการตีความของความเบาบางดังกล่าว ในงาน
วิจัยที่ผ่านมา

State-space models. หากระบบพลวัตหนึ่งๆ อธิบายได้ด้วยสมการปริภูมิสถานะ

ż = Az +Bu, y = Cz +Du (3)
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เราจะกล่าวว่า ระบบ (3) นั้นเป็นระบบเบาบาง หาก A หรือเมทริกซ์พลวัตนั้น เป็นเมทริกซ์เบาบาง (มีศูนย์เป็นจำนวน
มาก) การใช้นิยามระบบเบาบางในลักษณะนี้พบได้ใน [22] ซึ่งประมาณระบบไม่เชิงเส้นด้วยระบบเชิงเส้น และใช้เทคนิค
กำลังสองเชิงเส้นต่ำสุด (linear least-squares) เพื่อประมาณหา A โดยมีเงื่อนไขบังคับคือจำนวนสมาชิกที่ไม่เป็นศูนย์
ใน A ต้องไม่เกินค่าๆ หนึ่ง และนำเทคนิคนี้ไปประยุกต์ในการหาแบบจำลองของระบบเฮลิคอปเตอร์ (quad rotor heli-
copter) อีกกลุ่มงานวิจัยที่น่าสนใจคือ การใช้สมการปริภูมิสถานะเพื่ออธิบายพลวัตของข้อมูลพันธุกรรม (genetic data)
โดยที่ zi บอกถึงปริมาณกิจกรรมการถอดรหัส (transcription activity) ของยีนส์ i ใน [23] ได้อธิบายไว้ว่า aij คือค่า
อัตราขยายของยีนส์ j ที่จะส่งผลให้เกิดการเปลี่ยนแปลงในยีนส์ i ดังนั้น ถ้าหาก aij = 0 จะกล่าวว่ายีนส์ i กับยีนส์
j นั้นไม่มีมีปฏิสัมพันธ์กัน และจะเรียก A ว่าเป็นเมทริกซ์แสดงโครงข่ายการกำกับพันธุกรรม (genetic regulation net-
work) ใน [24, 25] ได้กล่าวว่า รูปแบบของศูนย์ของA จึงสามารถนำไปใช้อธิบายโครงข่ายความสัมพันธ์ของตัวแปรเชิง
ชีวภาพ (biological network) ได้ ซึ่งมักจะมีลักษณะเป็นโครงข่ายแบบเบาบางอยู่แล้วตามธรรมชาติ โดยปัญหาที่งาน
วิจัยนี้สนใจคือ การหา A ที่เบาบางสำหรับข้อมูลยีนส์ และในขณะเดียวกันได้พิจารณาเงื่อนไขเสถียรภาพของ A ไว้ใน
ปัญหาการเอกลักษณ์อีกด้วย โดยผ่านทางการใช้สมการเลียปูนอฟเป็นหนึ่งในเงื่อนไขบังคับของปัญหาการประมาณ

Finite impulse response (FIR) model. หากสัญญาณออกของระบบเชิงเส้นหนึ่งๆ อธิบายได้ด้วยสมการสังวัตนา
การ (convolution equation)

y(t) =
M∑
k=0

H(t− k)u(k) + e(t) (4)

โดยที่ H(·) ∈ Rm×p เป็นผลตอบอิมพัลส์ปลายตัด (truncated impulse response) อันดับ M นั่นคือ เราสมมติ
ว่า H(k) = 0 สำหรับ k > M . เราจะกล่าวว่าระบบ (4) เป็นระบบเบาบาง ถ้าหาก H เป็นเมทริกซ์เบาบาง นั่น
คือหมายความว่า เราสนใจหาระบบที่ สัญญาณเข้า u ที่ตำแหน่ง j ใดๆ จะมีผลกับสัญญาณออก yi ที่บางตำแหน่ง i
เท่านั้น ในขั้นตอนการประมาณ เราสามารถแบ่งปัญหาออกเป็นการประมาณแต่ละแถวของ H ได้ โดยที่แต่ละแถวนั้น
จะเป็นเวคเตอร์แบบเบาบาง [26, 27]

สำหรับกรณีที่ (4) เป็นระบบสัญญาณเข้าและสัญญาณออกเดี่ยว (SISO) จะได้ว่าระบบเบาบางหมายถึง ค่าของ
H(k) (ซึ่งเป็นสเกลาร์และมักจะใช้ตัวแปรh(k)หรือhk แทน) เป็นศูนย์อยู่จำนวนมาก เราจะพบว่า นิยามความเบาบาง
ของแบบจำลอง FIR เช่นนี้มีประโยชน์ เพราะว่าในทางปฏิบัติเราจะไม่ทราบค่า M ล่วงหน้าว่าควรใช้ค่าเท่าใด จึงจะมี
ประสิทธิผลในการประมาณมากพอ ดังนั้นเราจึงเลือก M ให้มีค่าใหญ่ แต่มีสมมติฐานให้ h(k) นั้นเป็นศูนย์เยอะแทน
[28] กรณีนี้จะนำไปใช้อย่างมากในงานประยุกต์ด้านตัวกรอง ที่ต้องการหาตัวกรอง FIR ที่มีค่า h(k) 6= 0 สำหรับบาง
k อยู่เป็นจำนวนน้อย เพื่อลดความซับซ้อนของตัวกรอง แนวทางเช่นนี้ มีประโยชน์ในงานด้านแถวลำดับตัวรับรู้ (sensor
array) [29] เพราะจะลดต้นทุนจำนวนแถวลำดับที่ต้องติดตั้งในทางปฏิบัติ สำหรับแนวทางนี้เป็นที่รู้จักกันในนามว่า การ
ออกแบบตัวกรองแบบเบาบาง (sparse filter design) นอกจากนี้ แบบจำลอง FIR เบาบาง ยังถูกนำไปประยุกต์กับการ
ประมาณช่องสัญญาณ (channel) อีกด้วย [30]

นอกจากความเบาบางของสัญญาณอิมพัลส์จะเป็นตัวบอกความซับซ้อนของแบบจำลองนี้แล้ว [31] ยังได้อธิบายถึง
ความสัมพันธ์ของคุณสมบัติดังกล่าว กับอัตราขยาย `0 ของระบบเชิงเส้นเวลาวิยุตว่า แท้ที่จริงแล้ว อัตราขยาย `0 ของ
ระบบคือจำนวนสัมประสิทธิ์ในผลตอบอิมพัลส์ที่ไม่เป็นศูนย์ นั่นเอง และได้อธิบายถึงความเกี่ยวข้องกับปัญหาการหาตัว
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ควบคุมที่ทำให้ระบบวงปิดมีผลตอบอิมพัลส์แบบเบาบาง

Autoregressive exogenous models. รูปแบบของแบบจำลองเป็นดังนี้

y(t) + a1y(t− 1) + · · ·+ any(t− n) = b1u(t− 1) + · · ·+ bmu(t−m) + e(t) (5)

โดยที่ x = (a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bm) ∈ Rn+m คือพารามิเตอร์ที่ต้องการหา และ e คือสัญญาณรบกวน
(noise) ใน [32, 33] ได้พิจารณาปัญหาการประมาณที่ทำให้ x เป็นเวคเตอร์เบาบาง นั่นคือ สัมประสิทธิ์ ak หรือ bk บาง
ตัวเป็นศูนย์ การกระทำดังกล่าว คือการพิจารณาแบบจำลองที่ใช้จำนวนพารามิเตอร์น้อยเท่าที่เป็นไปได้ เพื่อที่จะลดผล
ของความแปรปรวนของค่าประมาณพารามิเตอร์นั้น แต่ในขณะเดียวกัน แบบจำลองก็ต้องมีโครงสร้างที่ซับซ้อนพอ (ซึ่ง
ก็คือ มีจำนวนพารามิเตอร์มากพอ) ที่จะทำให้อธิบายพลวัตของระบบได้ดีระดับหนึ่ง

Multivariate autoregressive moving average model. สมการของแบบจำลองเป็นดังนี้

y(t) + A1y(t− 1) + · · ·+ Apy(t− p) = B0e(t) +B1e(t− 1) + · · ·+Bqe(t− q) (6)

โดยที่ A1, . . . , Ap, B0, B1, . . . , Bq ∈ Rm×m เป็นเมทริกซ์สัมประสิทธิ์ที่ต้องการหา และ e คือสัญญาณรบกวน
เราจะกล่าวว่าระบบ (6) เป็นระบบเบาบางเมื่อ เมทริกซ์ผกผันของความหนาแน่นเชิงสเปกตรัม (the inverse of spectral
density matrix) เป็นเมทริกซ์แบบเบาบาง [34, 35] การนิยามเช่นนี้ มีความหมายในเชิงสถิติคือ สมมติให้ S−1(ω)ij

เป็นสมาชิกตัวที่ (i, j) ของเมทริกซ์ผกผันของความหนาแน่นเชิงสเปกตรัม เราสามารถแสดงให้เห็นได้ว่า ถ้าหากสมมติ
ให้ e เป็นสัญญาณรบกวนแบบเกาส์เซียน การที่S−1(ω)ij = 0 นั้นสมมูลกับเงื่อนไขที่ว่าสมาชิกตัวที่ i กับตัวที่ j ของ
y(t) นั้นเป็นอิสระต่อกัน เมื่อทราบสมาชิกตัวที่เหลือทั้งหมดของ y (yi and yj are conditionally independent) [36]

นอกจากนี้ สำหรับกรณีเฉพาะของแบบจำลอง (6) เมื่อให้Bk ทุกตัวเป็นศูนย์ยกเว้นB0 = I ซึ่งแสดงได้ดังนี้

y(t) + A1y(t− 1) + · · ·+ Apy(t− p) = e(t) (7)

เราจะเรียก (7) ว่าเป็นแบบจำลองถดถอยอัตตะหลายตัวแปร (multivariate autoregressive model) สำหรับระบบนี้ ยัง
มีนิยามความเป็นระบบเบาบางอีกนิยามหนึ่ง กล่าวคือ เราเรียกระบบ (7) ว่าเป็นระบบเบาบาง เมื่อ Ak เป็นเมทริกซ์
เบาบาง ที่มีรูปแบบศูนย์ร่วมกัน สำหรับk = 1, 2, . . . , pนิยามนี้ถูกเรียกว่าเป็นเงื่อนไขของเกรนเจอร์ (Granger con-
straint) [37] ซึ่งเป็นการอธิบายความสัมพันธ์ในเชิงเหตุและผลของสมาชิกสองตัวใดๆ ใน y กล่าวคือ เหตุภาพของเกรน
เจอร์ (Granger causality) ได้แสดงให้เห็นว่าถ้าหาก (Ak)ij = 0 ทุกๆ k แล้วนั้น จะได้ว่าการรู้ค่า yj จะไม่มีผลต่อการ
ทำนาย yi สำหรับการใช้นิยามเหตุภาพของเกรนเจอร์กับแบบจำลองถดถอยอัตตะนั้น ได้ถูกนำมาใช้อย่างแพร่หลาย ใน
การหาแบบจำลองของระบบทางชีวภาพ เพื่อหาโครงสร้างความสัมพันธ์ของตัวแปรในระบบ ซึ่งพบในงานวิจัยเช่น [1, 38,
39, 40, 41, 42, 5] เงื่อนไขเกรนเจอร์บนแบบจำลอง (7) ดังกล่าว ยังถูกพิจารณาในโดเมนเชิงความถี่อีกด้วย นั่นคือ [43]
พิจารณาการหาตัวกรองวีนเนอร์แบบหลายช่อง (multi-channel Wiener filter) ที่มีสัมประสิทธิ์หลายตัวเป็นศูนย์ และนำ
รูปแบบของศูนย์ที่หาได้มาอธิบายเป็นแบบจำลองเชิงกราฟ (graphical models)

ดังนั้นปัญหาการประมาณที่รวมเงื่อนไขความเบาบางของ S−1(ω) (ซึ่งจะปรากฏเป็นเงื่อนไขไม่เชิงเส้นในเมทริกซ์
สัมประสิทธิ์Ak และBk) หรือ ปัญหาที่รวมเงื่อนไขเหตุภาพของเกรนเจอร์ (ซึ่งจะปรากฏเป็นเงื่อนไขเชิงเส้นในเมทริกซ์
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Ak) จะทำให้เราสามารถนำผลของรูปแบบศูนย์ของเมทริกซ์ที่เกี่ยวข้อง ไปตีความเป็นรูปแบบโครงสร้างความสัมพันธ์ใน
ตัวแปร y ได้

Linear static models. พิจารณาความสัมพันธ์

y = Au+ e (8)

โดยที่ y คือสัญญาณออก และ u คือสัญญาณเข้า และเป็นสองสัญญาณที่ทราบค่า และ e เป็นสัญญาณรบกวนที่ไม่
ทราบค่า ปัญหาการหาเอกลักษณ์ระบบในที่นี้คือการหาเมทริกซ์ A (ค่าคงที่) ที่เบาบาง ซึ่งหมายถึงตำแหน่งหนึ่งๆ ของ
u จะมีผลต่อบางตำแหน่งใน y เท่านั้น ถ้าหากจะพิจารณาในกรณีที่กว้างขึ้นของ (8) คือความสัมพันธ์เชิงเส้นทั่วไปแบบ
ผสมของตัวแปรต่อเนื่องและตัวแปรวิยุต (hybrid generalized linear model หรือ GLM) [9] ที่มีสมการดังนี้

y = Accx+ Adcd+ bc + ec, z = pos(Acdx+ Addd+ bd + ed) (9)

โดยที่ x เป็นสัญญาณเข้าต่อเนื่อง d เป็นสัญญาณเข้าวิยุต y เป็นสัญญาณออกต่อเนื่อง z เป็นสัญญาณออกวิยุต ec

และ ed เป็นสัญญาณรบกวนต่อเนื่องและวิยุตตามลำดับ และฟังก์ชันpos นิยามคือpos(x)i = 1 ถ้า xi ≥ 0 และ
pos(x)i = 0 ถ้า xi < 0

ในที่นี้ [44] กล่าวว่าระบบ (9) เป็นระบบเบาบางเมื่อเมทริกซ์ Acc, Adc, Acd, Add, bc, bd มีศูนย์อยู่เป็นจำนวน
มาก หรือเป็นเมทริกซ์แบบเบาบางนั่นเอง

Nonlinear Volterra model. สำหรับระบบไม่เชิงเส้นที่อยู่ในรูป

y(t) = f(u(t), u(t− 1), . . . , u(1))

โดยที่ u และ y เป็นสัญญาณเข้าและสัญญาณออกตามลำดับ และ f เป็นฟังก์ชันไม่เชิงเส้น จะเห็นว่าสัญญาณออกที่
เวลา t จะเป็นฟังก์ชันของสัญญาณเข้าในเวลาอดีตจนถึงปัจจุบัน (infinitememory) แต่ถ้าหากเรามีการสมมติฐานเกี่ยว
กับความจำที่ค่าจำกัด กล่าวคือ y(t) นั้นเป็นฟังก์ชันของ f(x(t), x(t− 1), . . . , x(t−L+ 1)) โดยที่ L เป็นค่า
จำกัด สำหรับแนวทางนี้ แบบจำลองโวลเทอรา (Volterra model) เป็นอีกแบบจำลองหนึ่งซึ่งมักนำมาใช้อธิบายระบบไม่
เชิงเส้น ที่มีความจำค่าจำกัด (finite memory) ซึ่งบรรยายได้ด้วยสมการดังนี้

y(t) = h0 +
P∑

p=1

L−1∑
k1=0

· · ·
L−1∑
kp=0

hp(k1, k2, . . . , kp)×
p∏

i=1

u(t− ki) + e(t) (10)

เราเรียก hp ว่าเป็นเคอร์เนลโวลเทอราอันดับ p (Volterra kernel) เรียก P ว่าเป็นอันดับในการกระจายแบบโวลเทอรา
(order of Volterra expansion) และ e จะเป็นสัญญาณรบกวน จุดประสงค์ในการหาเอกลักษณ์ของระบบนี้คือการประมาณ
hp(k1, k2, . . . , kp) สำหรับ p = 0, 1, . . . , P และ ki สำหรับ i = 0, 1, 2, . . . , L − 1 จะสังเกตเห็นว่า ถึงแม้
แบบจำลองโวลเทอราเป็นแบบจำลองไม่เชิงเส้น แต่สัญญาณออกของระบบเป็นฟังก์ชันเชิงเส้นในสัมประสิทธิ์เคอร์เนลhp

ซึ่งสามารถใช้เทคนิคกำลังสองเชิงเส้นต่ำสุด (linear least-squares) ในการหาพารามิเตอร์ของhp ที่มีจำนวนพารามิเตอร์
เท่ากับ Lp ได้
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สำหรับแบบจำลองโวลเทอรา (10) ได้ถูกพิจารณาใน [45, 46, 47] ซึ่งได้กล่าวไว้ว่า ระบบดังกล่าวเป็นระบบแบบ
เบาบาง ถ้าหากหลายสัมประสิทธิ์เคอร์เนลใน hp(k1, k2, . . . , kp) เป็นศูนย์ ซึ่งเป็นสมมติฐานที่พบได้สำหรับตัวอย่าง
ประยุกต์เช่น แบบจำลองของช่องสื่อสารของแซทเทลไลท์ (satellite channel) ตัวขยายกำลังสูง (high-power amplifier)
ลำโพง หรือในแบบจำลองวีเนอร์ (Wiener model)

กล่าวโดยสรุป ในส่วนนี้เราได้รวบรวมนิยามของแบบจำลองเบาบาง ตามลักษณะของแบบจำลองต่างๆ กัน โดยที่
จะพบว่าความเป็นแบบจำลองแบบเบาบางนั้นจะเกี่ยวข้องกับการที่พารามิเตอร์ของแบบจำลองมีค่าเป็นศูนย์จำนวนมาก
การเลือกใช้แบบจำลองแบบเบาบาง จะส่งผลให้ผลการประมาณของระบบจริงอาจจะแย่ลงบ้าง แต่สิ่งที่ได้ที่จะเป็นผลดี
คือ ความแปรปรวนของพารามิเตอร์ที่ประมาณได้นั้นก็จะลดลง การแลกเปลี่ยนระหว่างข้อดีกับข้อเสียเช่นนี้ เป็นที่ทราบ
กันดีว่าเกี่ยวข้องกับ หลักการแลกกันระหว่างค่าเอนเอียงกับค่าความแปรปรวน (trade off between bias and variance)
นั่นเอง

3. รูปแบบการหาค่าเหมาะสุดแบบเบาบาง
ในหัวข้อนี้ เราจะบรรยายถึงรูปแบบปัญหาการหาค่าเหมาะสุดแบบเบาบาง ที่พบในปัญหาการหาเอกลักษณ์ของระบบ
ตัวอย่างปัญหาเหล่านี้ได้แก่ การประมาณแบบจำลองของระบบเบาบาง การเลือกแบบจำลองอันดับต่ำ และการประมาณ
แบบจำลองเชิงเส้นแปรผันตามเวลา

การประมาณแบบจำลองของระบบเบาบาง. ตัวอย่างปัญหาในกลุ่มนี้จะเป็นการประยุกต์การใช้1-นอร์มแบบตรง
ไปตรงมา ในปัญหาการประมาณ เพื่อทำให้พารามิเตอร์ของแบบจำลองมีศูนย์เป็นจำนวนมาก อันดับแรก เราจะเห็นว่า
สำหรับแบบจำลองใดๆ ที่สัญญาณออกของระบบเป็นฟังก์ชันเชิงเส้นในพารามิเตอร์ ที่ต้องการประมาณ ในกรณีนี้ จะได้
ว่า เราสามารถใช้วิธีกำลังสองต่ำสุดในปัญหาการประมาณได้ นั่นคือการหาค่าต่ำสุดของ ‖Ax− y‖22 โดยที่ y จะเป็น
เวคเตอร์ของสัญญาณออกที่เวลาต่างๆA จะเป็นเมทริกซ์ตัวถดถอย (regressor matrix) ที่จะประกอบไปด้วยสัญญาณ
ออก และสัญญาณเข้าที่เวลาต่างๆ ในอดีต และ x จะเป็นเวคเตอร์ของพารามิเตอร์ที่ต้องการประมาณ ดังนั้น สำหรับจุด
ประสงค์ที่ต้องการระบบแบบเบาบาง หรือ คือการทำให้พารามิเตอร์เป็นศูนย์จำนวนมาก รูปแบบปัญหาการประมาณจึง
พิจารณาในรูป

minimize
x

‖Ax− y‖22 + λ‖x‖1 (11)

หรือที่เรียกว่า ปัญหากำลังสองต่ำสุดแบบทำให้ปกติด้วย 1-นอร์ม (`1-regularized least squares) ตัวอย่างแบบจำลอง
และงานวิจัยที่พิจารณาปัญหานี้คือ แบบจำลองผลตอบอิมพัลส์ (4) ใน [26, 27, 28] แบบจำลอง ARX (5) ใน [32, 33]
แบบจำลอง AR หลายตัวแปร (7) ที่พิจารณาเงื่อนไขเกรนเจอร์ [48, 1, 38, 39, 40, 41, 49] แบบจำลองโวลเทอรา (10)
ใน [45, 47] ทั้งนี้ ปัญหา (11) อาจจะถูกใช้ในรูป

minimize
x

‖x‖1 subject to ‖Ax− y‖ ≤ ε (12)

นั่นคือ เปลี่ยนมาหาค่าต่ำสุดของ 1-นอร์มของ x โดยตรง เพื่อให้ได้พารามิเตอร์แบบจำลองเป็นศูนย์จำนวนมาก แล้ว
ควบคุมความคลาดเคลื่อนของแบบจำลองกับสัญญาณออกจริง ผ่านทางเงื่อนไขบังคับแทน ตัวอย่างเช่นปัญหาใน [33,
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50] ถ้าหาก ε = 0 รูปแบบปัญหานี้เป็นที่รู้จักกันดีในนามว่า basis pursuit [51, §6.3.2] หรือเราอาจจะพบรูปแบบ
ปัญหา

minimize
x

‖Ax− b‖2 subject to ‖x‖1 ≤ δ (13)

ซึ่งหมายถึงว่า เราต้องการหาพารามิเตอร์ที่ทำให้ความคลาดเคลื่อนของแบบจำลองต่ำสุด และเราสามารถควบคุมความ
เบาบางของxผ่านทางการปรับค่าสเกลาร์ δ ทั้งนี้ เราอาจกล่าวได้ว่า การเลือกใช้รูปแบบปัญหา (11) หรือ (12) หรือ (13)
นั้น ไม่ได้ส่งผลต่อการประยุกต์เทคนิคเชิงเลขมาเพื่อหาคำตอบมากนัก (รูปแบบปัญหาทั้งสามมีความยากง่ายต่อการหา
คำตอบเชิงเลขพอๆ กัน)

สำหรับวิธีการประมาณ (estimation methods) ยังมีวิธีอื่นนอกจากวิธีกำลังสองต่ำสุด เช่น การใช้ฟังก์ชันล็อกของ
ความเป็นไปได้ (loglikelihood function) ในการบอกว่าแบบจำลองที่ใช้ค่าพารามิเตอร์ที่เลือกขึ้น จะอธิบายระบบจริงได้
ดีเพียงใด (ถ้าค่าฟังก์ชันมีค่ามาก หมายความว่า พารามิเตอร์ชุดนั้นทำให้แบบจำลองใกล้เคียงกับระบบจริงมาก) สำหรับ
วิธีนี้ รูปแบบปัญหาการประมาณจะอยู่ในรูป

minimize
x

−L(x) + λ‖x‖1 (14)

โดยที่L(x) คือฟังก์ชันล็อกความเป็นไปได้ และเทอม 1-นอร์มที่เพิ่มเข้ามา จึงเป็นการลงโทษเพื่อให้ได้พารามิเตอร์บาง
ตัวเป็นศูนย์ ตัวอย่างปัญหารูปแบบนี้พบได้ใน [44] รูปแบบ (14) นั้นมีความหมายเชิงสถิติคือ เป็นปัญหาการประมาณ
หลังประสบการณ์สูงสุด (maximum a posteriori estimation หรือ MAP) โดยที่มีฟังก์ชันการแจกแจงก่อนประสบการณ์
(prior distribution function) ของพารามิเตอร์ x เป็นแบบลาปลาเชียน (Laplacian distribution)

นอกจากนี้ ยังมีปัญหาการประมาณที่ไม่ได้พิจารณาความเบาบางของพารามิเตอร์โดยตรง แต่เป็นความเบาบางของ
ฟังก์ชันของพารามิเตอร์ เช่น ต้องการแบบจำลอง (7) ที่เมทริกซ์ผกผันของสเปกตรัมมีศูนย์อยู่จำนวนมาก [34, 52] หรือ
แบบจำลองของตัวแปรสุ่ม โดยที่เราต้องการประมาณเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมที่มีศูนย์อยู่ในเมทริกซ์ผกผันเป็นจำนวน
มาก [53] รวมถึงปัญหาที่มีเงื่อนไขบังคับเพิ่มเติมนอกจากเงื่อนไขความเบาบางของพารามิเตอร์ ซึ่งขึ้นกับงานประยุกต์
ที่พิจารณา เช่น แบบจำลองที่ได้ต้องมีเสถียรภาพ [25], จำนวนลิงก์ในแบบจำลองเชิงกราฟของยีนส์ถูกจำกัดภายใต้ค่า
หนึ่งๆ [23], แบบจำลองที่มีค่าคงที่อยู่ตัว (steady-state value) เป็นค่าที่กำหนดให้ [25], แบบจำลองที่ได้มีความคลาด
เคลื่อนน้อยกว่าแบบจำลองที่ได้จากวิธีประมาณพื้นฐานอื่น [33], แบบจำลองที่มีพารามิเตอร์ที่ประมาณได้มีค่าใกล้เคียง
กับ ค่าประมาณมีประสิทธิภาพเชิงเส้นกำกับ (asymptotically efficient estimate) ในระดับหนึ่ง [50] เป็นต้น ดังนั้นเรา
จึงอาจกล่าวโดยสรุปว่า ปัญหาการประมาณแบบจำลองสำหรับระบบเบาบาง มีรูปแบบปัญหาทั่วไปคือ

minimize
x

f(x) + λ‖g(x)‖1 subject to x ∈ C (15)

โดยที่ฟังก์ชัน f จะบอกถึงความคลาดเคลื่อนของแบบจำลองกับระบบจริง g เป็นฟังก์ชันที่นิยามถึงความเบาบางของ
แบบจำลอง และ C จะบ่งบอกถึงเซตของพารามิเตอร์ที่เป็นไปได้ โดยขึ้นกับเงื่อนไขบังคับที่พิจารณาในแต่ละปัญหา

การเลือกแบบจำลองอันดับต่ำ. สำหรับหัวข้อนี้ จะใช้หลักการพื้นฐานเกี่ยวกับเมทริกซ์ผืนผ้าใดๆ X ∈ Rm×n ที่
สำคัญ คือ 1) เรานิยาม ‖X‖∗ =

∑min(m,n)
i=1 σi(X) หรือผลบวกของค่าเอกฐาน (singular value) ของX ว่าเป็น
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นอร์มนิวเคลียร์ (nuclear norm) ของ X 2) ค่าลำดับชั้นของ X หรือ rank(X) คือจำนวนของค่าเอกฐานของ X ที่
ไม่เป็นศูนย์ จากนิยามและข้อเท็จจริงดังกล่าว [54] จึงได้นำเสนอว่าปัญหาที่ต้องการให้ผลเฉลยมีค่าลำดับชั้นต่ำ:

minimize f(X) + λ rank(X)

ซึ่งเป็นปัญหาไม่คอนเวกซ์นั้น สามารถแก้ได้เชิงฮิวริสติก (heuristic) ผ่านทางการประยุกต์ใช้รูปแบบปัญหาการค่าต่ำสุด
ของนอร์มนิวเคลียร์

minimize f(X) + λ‖X‖∗ (16)

กล่าวคือ ปัญหา (16) จะให้ผลตอบX มีค่าเอกฐานหลายตัวที่เป็นศูนย์ ซึ่งหมายความว่าX จะเป็นเมทริกซ์ที่มีค่าลำดับ
ชั้นต่ำ เราจะเห็นว่า (16) เป็นเสมือนปัญหาต่อขยายของ (2) จากปัญหาของเวคเตอร์มาเป็นปัญหาของเมทริกซ์นั่นเอง

สำหรับงานประยุกต์ของผลลัพธ์ดังข้างต้น ในการหาเอกลักษณ์ของระบบอันดับต่ำนั้น ได้ถูกพิจารณาใน [54] คือ
ปัญหาการประมาณหาเมทริกซ์เรซิดิว Ri ใน ฟังก์ชันโอนย้าย H(s) = R0 +

∑N
i=1

Ri

s−pi
ซึ่งมีดีกรีแมคมิลแลน

(McMillan degree) นิยามว่าคือ
deg(H) =

N∑
i=1

rank(Ri)

ดังนั้น จุดประสงค์ของงาน [54] คือการหา Ri สำหรับ i = 1, 2, . . . , N ที่ทำให้ deg(H) มีค่าต่ำสุด โดยพิจารณา
เทอมที่เป็นนอร์มนิวเคลียร์ของRi ไว้ในฟังก์ชันจุดประสงค์ของปัญหาการประมาณนั่นเอง

อีกปัญหาที่เกี่ยวข้อง คือปัญหาการประมาณหาแบบจำลองอันดับต่ำของระบบเชิงเส้นเวลาวิยุต

x(t+ 1) = Ax(t) +Bu(t), y(t) = Cx(t) +Du(t) (17)

ในการนี้ [55] ได้เสนอผลลัพธ์ที่สำคัญว่า ถ้าให้ผลตอบอิมพัลส์h1, . . . , hn ∈ R แล้ว จะมีแบบจำลอง (A,B,C,D)

อันดับต่ำสุดเท่ากับ r ที่ hk = CAk−1B สำหรับ k = 1, 2, . . . ก็ต่อเมื่อ

r = min
hn+1,...,h2n−1∈R

rank(Hn) โดยที่ Hn =


h1 h2 h3 · · · hn

h2 h3 h4 · · · hn+1

h3 h4 h5 · · · hn+2... ... ... . . . ...
hn hn+1 hn+2 · · · h2n−1

 ,

เป็นเมทริกซ์แฮนเคลที่มี n พารามิเตอร์แรกเป็น h1, h2, . . . , hn ที่กำหนดให้ และมีพารามิเตอร์จำนวน n − 1 ท้าย
(hn+1, . . . , h2n−1) เป็นตัวแปรอิสระ

ผลลัพธ์ดังข้างต้นจึงนำมาประยุกต์ในการประมาณแบบจำลองอันดับต่ำได้ โดยตัวแปรที่ต้องการหาคือ hk สำหรับ
k = 1, 2, . . . , 2n− 1 จากนั้นพิจารณาการหาค่าต่ำสุดของค่าลำดับชั้นของHn โดยมีเงื่อนไขบังคับคือh1, . . . , hn

จะทำให้∑k
i=1 hi (ซึ่งคือผลตอบต่อสัญญาณขั้น) มีค่าใกล้เคียงกับค่าที่เก็บจากข้อมูลจริง และให้hn+1, . . . , h2n−1

เป็นตัวแปรอิสระ
อีกงานวิจัยใน [56, 57] ได้พิจารณาระบบเชิงเส้นที่อธิบายด้วยสมการปริภูมิสถานะวิยุต (17) และพิจารณาสมการ

สัญญาณเข้าสัญญาณออก
Y = OX +HU (18)
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ที่U และY เป็นเมทริกซ์แฮนเคลบล๊อก (block hankel matrix) ที่สร้างมาจากสัญญาณเข้าและสัญญาณออกจากสมการ
ปริภูมิสถานะX สร้างมาจากสัญญาณตัวแปรสถานะH และO จะประกอบไปด้วยเมทริกซ์ของระบบ (A,B,C,D)

สมการ (18) นั้น ได้ถูกใช้ในวิธีการหาเอกลักษณ์ปริภูมิย่อย (subspace identification) ซึ่งเป็นวิธีที่ต้องการหาอันดับ
และเมทริกซ์ในสมการปริภูมิสถานะ (17) ในวิธีนี้ จะหาภาพฉาย (projection) ของแถวของ Y ลงบนเคอร์เนลของ U
และอันดับของแบบจำลองจะบอกได้จากค่าลำดับชั้น (rank) ของภาพฉายของ Y ดังนั้น งานวิจัย [56, 57, 58] จึงได้นำ
เสนอรูปแบบปัญหาคอนเวกซ์ที่เพิ่มเทอมที่เป็นนอร์มนิวเคลียร์ ไว้ในฟังก์ชันจุดประสงค์ ดังนี้

minimize ‖Y Q‖∗ + λ
∑
t

‖y(t)− ym(t)‖2 (19)

ที่มีตัวแปรคือ y(t) และY (ซึ่งเป็นฟังก์ชันของA,B,C,D) โดย คอลัมน์ของQ สร้างมาจากเซตมูลฐาน (basis) ของ
เคอร์เนลของ U , y คือสัญญาณออกจริง และ ym คือสัญญาณออกที่วัดได้จากข้อมูลจริง เราจะเห็นว่าการใช้รูปแบบ
ปัญหา (19) จึงเป็นการหาเมทริกซ์ของระบบ (A,B,C,D) ที่ทำให้ค่าลำดับชั้นของภาพฉายของ Y (หรืออันดับของ
แบบจำลอง) มีค่าน้อย โดยเลือกค่า λ ให้มีค่ามากพอนั่นเอง อนึ่ง [59] ได้เสนอรูปแบบทั่วไปของปัญหา (19) กล่าวคือ
ปัญหาการหาค่าต่ำสุดของค่าลำดับชั้นของเมทริกซ์แฮนเคล และนำเสนอวิธีแก้ปัญหาคอนเวกซ์ในการหาคำตอบเชิงเลข

นอกจากนี้ [60] ได้นำเสนองานที่ใกล้เคียง คือการพิจารณาปัญหาการประมาณผลตอบอิมพัลส์h1, h2, . . .ที่ทำให้∑N
t=1(y(t)−

∑∞
k=1 bku(t−k))2 มีค่าต่ำสุด และมีเงื่อนไขคือ ค่าลำดับชั้นของเมทริกซ์แฮนเคล ซึ่งสร้างมาจากผล

ตอบอิมพัลส์ h1, h2, . . . ต้องมีค่าเท่ากับ n (เลือกผลตอบอัมพัลส์ที่อันดับจำกัด) และพิจารณาอีกหนึ่งปัญหา คือการ
หาแบบจำลอง ARXที่อันดับต่ำ โดยใช้วิธีกำลังสองต่ำสุด ที่มีเงื่อนไขบังคับคือค่าลำดับชั้นของเมทริกซ์แฮนเคลที่เกี่ยวข้อง
มีค่าตามที่กำหนดให้ หรืออีกงานใน [28] ที่พิจารณาปัญหาประมาณแบบจำลอง FIR แบบเบาบาง (4) และทำให้ระบบ
มีอันดับต่ำด้วยไปพร้อมๆ กัน โดยการพิจารณาปัญหากำลังสองต่ำสุดที่รวม 1-นอร์มของเวคเตอร์ผลตอบอิมพัลส์ และ
เทอมนอร์มนิวเคลียร์ของเมทริกซ์แฮนเคลที่เกี่ยวข้อง ดังนั้น สามปัญหานี้ จึงสามารถนำมาประยุกต์ใช้นอร์มนิวเคลียร์กับ
เมทริกซ์แฮนเคลได้

การประมาณแบบจำลองเชิงเส้นแปรผันตามเวลา สำหรับตัวอย่างแรกคือแบบจำลองถดถอยอัตตะภายนอก (au-
toregressive exogenous models) ที่มีรูปสมการดังนี้

y(t) + a1(t)y(t− 1) + · · ·+ an(t)y(t− n) = b1(t)u(t− 1) + · · ·+ bm(t)u(t−m) + e(t)

โดย e เป็นสัญญาณรบกวน ในงานของ [61] ได้พิจารณาว่า ถ้าหากx = (a1, . . . , an, b1, . . . , bm) เป็นพารามิเตอร์
ที่เปลี่ยนแปลงตามเวลาได้ ในลักษณะที่ว่า x(t) = xk สำหรับ tk ≤ t ≤ tk+1 กล่าวคือ x(t) เป็นค่าคงที่เป็นช่วง
(piecewise constant) ดังนั้นถ้าพิจารณาเวคเตอร์ผลต่างของพารามิเตอร์ (x(N) − x(N − 1), x(N − 1) −
x(N − 2), . . . , x(2)− x(1)) แล้ว ควรจะมีลักษณะเป็นเวคเตอร์แบบเบาบาง ด้วยข้อสังเกตนี้ [61] จึงได้นำเสนอ
รูปแบบปัญหาประมาณ x(t) สำหรับ t = 1, 2, . . . , N ที่เพิ่มฟังก์ชันลงโทษ (penalty function) ดังนี้

minimize
x(t), t=1,2,...,N

N∑
t=1

‖y(t)− A(t)x(t)‖22 + λ

N∑
t=2

‖x(t)− x(t− 1)‖reg (20)
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โดยA(t) เป็นเมทริกซ์ตัวถดถอย (regressor matrix) ที่ถูกสร้างจากสัญญาณ y และu ที่เวลาในอดีต และ ‖·‖reg เป็น
นอร์มใดๆ ที่จะใช้ในฟังก์ชันลงโทษ ข้อสังเกตสำหรับปัญหา (20) มีดังนี้ 1) ในฟังก์ชันลงโทษนั้นจะใช้ผลรวมของนอร์ม
(แต่ไม่ใช่ผลรวมของนอร์มกำลังสอง) การทำเช่นนี้เสมือนเป็นการหา 1-นอร์มของเวคเตอร์

(‖x(N)− x(N − 1)‖reg, x(N − 1)− x(N − 2), . . . , ‖x(2)− x(1)‖reg)

หรือรู้จักกันว่าเป็น การทำให้เป็นปกติแบบผลรวมของนอร์ม หรือ sum-of-norms regularization หรือเรียกว่า Group
Lasso [62] ซึ่งถือว่าเป็นปัญหาในรูปทั่วไปของ (2) ดังนั้นหากเทอมฟังก์ชันลงโทษใน (20) มีค่าน้อย (โดยการเลือก λ

ให้มากพอ) จะทำให้ ‖x(t) − x(t − 1)‖reg มีค่าเป็นศูนย์ที่หลายๆ t หรือกล่าวอีกนัยหนึ่ง x(t) มีค่าคงที่เป็นช่วงๆ
นั่นเอง 2) ถ้าหากเลือก ‖ · ‖reg ให้เป็น 1-นอร์ม (กรณีนี้ได้ถูกพิจารณาใน [63]) จะได้ว่า ถึงแม้ ณ บางเวลา t เทอม
‖x(t)−x(t−1)‖1 มีค่าน้อย (แต่ไม่เท่ากับศูนย์) จะทำให้ พารามิเตอร์บางตัวในเวคเตอร์ x(t) มีค่าคงที่ แต่ถ้าหาก
เลือก ‖ · ‖reg ให้เป็น 2-นอร์ม หรือนอร์มอื่น จะได้ว่า พารามิเตอร์ทุกตัวในเวคเตอร์ x(t) ยังไม่เปลี่ยนแปลง

ตัวอย่างทีส่องจาก [64] เป็นปัญหาการหาพารามิเตอร์ในแบบจำลอง ARX เหมือนกับตัวอย่างแรก แต่มีสมมติฐาน
ที่ว่า เวคเตอร์พารามิเตอร์ x มีค่าที่เป็นไปได้ s ค่า กล่าวคือ [64] ได้เขียนปัญหาการประมาณแบบจำลองในรูป ดังนี้

y(t) = aT (t)xi + e(t)

โดยที่ y(t) ∈ R เป็นค่าสัญญาณออกจากระบบที่วัดได้ และ a(t) ∈ Rn เป็นเมทริกซ์ตัวถดถอย (regressor matrix)
ที่ทราบค่าและมักจะประกอบไปด้วยค่าของสัญญาณออกและสัญญาณเข้าของระบบในอดีต ส่วน xi ∈ Rn นั้นเป็น
พารามิเตอร์ของแบบจำลอง โดยที่ ตัวชี้ i ∈ {1, 2, . . . , s} เป็นค่าที่บ่งบอกว่า ในขณะที่เวลา t นั้น สมการของระบบ
จะถูกอธิบายด้วยค่าพารามิเตอร์ชุดใด และ e เป็นสัญญาณรบกวนปัญหาการประมาณแบบจำลอง สามารถใช้วิธีกำลัง
สองต่ำสุดได้ ดังนี้

min
x1,...,xs

N∑
t=1

min
i=1,2,...,s

(y(t)− aT (t)xi)
2

กล่าวคือ ณ เวลา t หนึ่งๆ เราต้องการหาว่า ควรจะใช้ค่าพารามิเตอร์ของชุดใด (เลือก i จาก {1, 2, . . . , s}) และหลัง
จากนั้น จึงจะหาว่าค่าของพารามิเตอร์ควรจะเป็นค่าใด (การหาค่าของ xi) ที่จะทำให้แบบจำลองอธิบายระบบได้ดีที่สุด
เราเห็นได้ว่าการแก้ปัญหานี้เกี่ยวข้องกับการค้นหาเชิงการจัด (combinatorial search) บนเซต {1, 2, . . . , s} ดังนั้น
ใน [64] จึงได้เสนอข้อสังเกตว่า ถ้าเรานิยาม

φ(x) =

 y(1)
...

y(N)

−

 aT (1)
...

aT (N)

x−

 e(1)
...

e(N)


แล้ว จะพบว่า เมื่อใดก็ตามที่ x = xi สำหรับค่า i หนึ่งๆ ใน {1, 2, . . . , s} แล้วนั้น เวคเตอร์ φ(x) จะกลายเป็น
เวคเตอร์เบาบาง นอกจากนี้การที่ y(t)−aT (t)xi = 0นั้น สมมูลกับ bT (t)zi = 0 โดยที่ b(t) = [

y(t) −aT (t)
]T

และ zi =
[
1 xT

i

]T เราสังเกตว่า φ(x) =
[
bT (1)z bT (2)z · · · bT (N)z

] คือการทำฉายภาพเวคเตอร์
ข้อมูล b(t) ลงบน z ดังนั้น อาจกล่าวได้ว่าการหาว่า zi ชุดใดจะทำให้ φ(zi) เป็นเวคเตอร์เบาบางมากที่สุดนั้น ทำได้
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โดยการแก้ปัญหาการค่าต่ำสุดแบบ 1-นอร์ม

minimize
x

‖φ(x)‖1

ซึ่งเป็นปัญหาประเภทเดียวกับ (2) นั่นเอง
กล่าวโดยสรุป รูปแบบปัญหาการหาค่าเหมาะสุดแบบเบาบางที่ใช้ในการหาเอกลักษณ์ของระบบนั้น มีหลากหลาย

ทั้งการประมาณหาแบบจำลองแบบเบาบางโดยตรง หรือโดยอ้อม ซึ่งหมายถึงว่า เป็นการนำเทคนิคที่ต้องการให้ผลเฉลย
ปัญหาเป็นคำตอบแบบเบาบาง มาประยุกต์ใช้กับการหาเอกลักษณ์ของระบบแปรผันตามเวลา หรือ ระบบที่มีอันดับต่ำ
เราอาจจะเห็นว่า เทคนิคนี้ อาจจะนำไปใช้ประยุกต์กับปัญหาทางการออกแบบระบบควบคุมก็ได้เช่นกัน ตัวอย่างเช่น หาก
เราต้องการออกแบบสัญญาณควบคุม u(t) ให้มีค่าไม่เป็นศูนย์เป็นช่วงๆ สำหรับบาง t อาจจะด้วยเหตุผลเพื่อประหยัด
พลังงาน หรือลดต้นทุนในการติดต่อกับตัวขับเร้า (actuator) การออกแบบเช่นนี้ก็สามารถทำได้โดยจัดรูปแบบปัญหาให้
เวคเตอร์ u ที่เวลาต่างๆ ออกมาเป็นเวคเตอร์แบบเบาบาง เป็นต้น ทั้งนี้ สิ่งที่สำคัญที่สุดในการนิยามรูปแบบปัญหา คือ
ต้องกำหนดว่าต้องการปริมาณหรือลักษณะใดของระบบให้มีความเบาบาง

4. เทคนิคการหาค่าเหมาะสุดแบบเบาบาง
เมื่อพิจารณารูปแบบปัญหาการหาค่าเหมาะสุดแบบเบาบาง อาจกล่าวได้ว่ามีรูปทั่วไปคือ (15) ดังนี้

minimize
x

f(x) + h(x) subject to x ∈ C (21)

โดย h(x) = λ‖g(x)‖1 เราจะเห็นว่าลักษณะของปัญหาในกลุ่มนี้ คือ ข้อแรก ฟังก์ชันจุดประสงค์มีเทอม h ซึ่ง
เกี่ยวข้องกับ1-นอร์ม (หรืออาจจะอยู่ในเงื่อนไขบังคับ) และเป็นที่ทราบกันดีว่าฟังก์ชันนอร์มนั้น เป็นฟังก์ชันที่ไม่สามารถ
หาอนุพันธ์ได้ที่x = 0ปัญหาในกลุ่มนี้จึงเป็นปัญหาไม่เรียบ (nonsmooth optimization problem) จึงจำเป็นต้องหาขั้น
ตอนวิธีเชิงเลขสำหรับกลุ่มปัญหานี้ [65, §3] ข้อสอง เมื่อฟังก์ชัน f เป็นฟังก์ชันคอนเวกซ์ และเซต C เป็นเซตคอนเวกซ์
แล้ว ปัญหา (15) จะเป็นปัญหาคอนเวกซ์ ที่สามารถนำขั้นตอนวิธีที่พัฒนาไว้ [51] แล้วมาประยุกต์ได้ทันที เราอาจกล่าว
ได้ว่าความเป็นคอนเวกซ์ของปัญหามักจะพบได้ในงานประยุกต์ของปัญหาการประมาณโดยทั่วไป เพราะฟังก์ชัน f มัก
จะเป็นฟังก์ชันกำลังสอง หรือค่าลบของฟังก์ชันความเป็นไปได้ ซึ่งเหล่านี้ ล้วนแต่เป็นฟังก์ชันคอนเวกซ์ ข้อสาม เนื่องจาก
ตัวแปร x แสดงถึงค่าพารามิเตอร์ในแบบจำลอง ดังนั้น สำหรับการหาเอกลักษณ์ของระบบซับซ้อน จึงได้ว่า x มักจะ
เป็นตัวแปรที่มีอันดับสูง (high-dimensional variable) ขั้นตอนวิธีที่นำมาพิจารณาจึงควรจะต้องเหมาะสมกับปัญหาที่มี
ขนาดใหญ่ (large-scale optimization) [66] หรือมีลักษณะการคำนวณแบบกระจาย (distributed computing) [20]

ดังนั้น ในส่วนนี้จะขอบรรยายถึง ตัวอย่างของขั้นตอนวิธีที่ใช้แก้ปัญหา (15) ที่เป็นปัญหาคอนเวกซ์และเหมาะสมกับ
การแก้ปัญหาขนาดใหญ่ ที่ได้รับความสนใจในช่วงสิบปีที่ผ่านมาจนถึงปัจจุบัน

• [67] นำเสนอวิธีจุดภายใน (interior-point method) ที่คำนึงถึงโครงสร้างของเมทริกซ์อนุพันธ์อันดับสอง (Hes-
sianmatrix) ในการก้าวนิวตัน (Newton step) เพื่อช่วยเพิ่มประสิทธิภาพในการคำนวณหรือใน [68] ได้พิจารณา
วิธีจุดภายในเช่นกัน สำหรับปัญหาการหาเอกลักษณ์ของระบบที่เกี่ยวข้องกับเทอมที่มีนอร์มนิวเคลียร์
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• วิธีขีดแบ่งและหดตัวแบบวนซ้ำ (Iterative shrinking-thresholding method) ที่นำเสนอใน [69, 70] ซึ่งมีหลัก
การคือ การพิจารณาก้าวเกรเดียนท์ (gradient step) ที่เกรเดียนท์ถูกคำนวณมาจากเทอม f (เทอมที่หาอนุพันธ์
ได้เท่านั้น) และนำก้าวเกรเดียนท์นั้นมาใส่ในฟังก์ชันขีดแบ่ง (thresholding) วิธีนี้มีข้อดีคือ การคำนวณอาศัยเพียง
เกรเดียนท์เท่านั้น (ไม่ใช้อนุพันธ์อันดับสอง) และการคำนวณฟังก์ชันขีดแบ่ง ก็มักจะเป็นการคำนวณที่ไม่ซับซ้อน
จึงเหมาะสมกับปัญหาที่มีขนาดใหญ่ โดยที่มีอัตราการลู่เข้าเป็นO(1/k) ซึ่ง k คือตัวชี้การวนซ้ำ (iteration in-
dex) วิธีนี้อาจใช้ร่วมกับการเลือกใช้ระยะก้าว (step size) แบบค้นหาเส้นตรง (line search) หรือวิธี Barzilai-
Borwein [71] ที่ให้ผลการลู่เข้าที่เร็วในทางปฏิบัติ

• วิธีอันดับหนึ่งแบบเหมาะที่สุด (optimal first-order methods) หรือบางครั้งเรียกว่า วิธีเกรเดียนท์แบบเร่ง (ac-
celerated gradient methods) วิธีนี้จะคล้ายกับวิธี Iterative shrinking-thresholding ในแง่ที่ว่า อาศัยเพียงแค่
เกรเดียนท์ของ f แต่มีการนิยามตัวแปรเสริมในการวนซ้ำเพิ่มขึ้นมา โดยที่การคำนวณตัวแปรเสริมนั้น เป็นเพียง
แค่ฟังก์ชันเชิงเส้นของตัวแปรหลัก จึงไม่ทำให้มีการคำนวณเพิ่มอย่างมีนัยยะแต่อย่างใด อย่างไรก็ตาม วิธีนี้เป็น
วิธีที่เหมาะสุด เนื่องจากว่ามีอัตราการลู่เข้าเป็น O(1/k2) ซึ่ง [17, 65] ได้พิสูจน์ไว้ว่า เป็นอัตราการลู่เข้าที่ดี
ที่สุดที่ทำได้ ในกลุ่มปัญหาไม่เรียบที่ f เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องแบบลิพชิทซ์ (Lipchitz continuous) สำหรับวิธีใน
กลุ่มนี้ได้มี [14, 17] นำเสนอขึ้น และมีงานหลายงานนำไปประยุกต์และพัฒนาต่อ ตัวอย่างเช่น [18, 19, 52, 72]

• วิธีสลับทิศของตัวคูณ (alternating direction method of multipliers) หรือ ADMM [20] เป็นวิธีที่ใช้หลักการจาก
วิธีลากรานเจียนแต่งเติม (augmented Lagrangian) ที่มาประยุกต์กับรูปแบบปัญหาที่สมมูลกับ (21) ที่มีการ
เพิ่มตัวแปรเสริมและเพิ่มสมการเชิงเส้นในเงื่อนไขบังคับ สำหรับปัญหา1-นอร์มสามารถประยุกต์วิธีนี้ได้โดยตรง
และมีข้อดีคือ ขั้นตอนวิธีที่ได้ จะสามารถคำนวณแบบกระจายได้ (distributed programming) อัตราการลู่เข้า
ของวิธีนี้ในทางปฏิบัตินั้นเป็นที่น่าพอใจ กล่าวคือ สำหรับหลายๆ ปัญหา มีการลู่เข้าที่เร็วเทียบเท่า หรือเร็วกว่า
วิธีอันดับหนึ่งแบบเหมาะที่สุด

สำหรับขั้นตอนวิธีสามวิธีหลังดังข้างต้น สามารถเขียนอธิบายได้ในเชิงรวม ด้วยขั้นตอนวิธีแบบพร๊อกซิมอล (proximal al-
gorithms) กล่าวคือ ขั้นตอนปรับตัวแปรจะเกี่ยวข้องกับตัวดำเนินการพร๊อกซิมอล (proximal operator) โดยที่ตัวดำเนิน
การนี้ สำหรับปัญหา 1-นอร์ม จะเกี่ยวข้องกับตัวดำเนินการหดตัว (shrinkage operator) ซึ่งจะมีรูปแบบปิด (closed-
form) ที่คำนวณได้อย่างมีประสิทธิภาพ สำหรับรายละเอียดวิธีนี้สามารถค้นได้ใน [21]

อนึ่ง เราขอกล่าวว่า ยังมีขั้นตอนวิธีอีกมากมายสำหรับปัญหาการหาค่าเหมาะสุดแบบเบาบาง ที่ไม่ได้นำมาบรรยาย
ในบทความนี้ ตัวอย่างเช่น วิธี Orthogonal matching pursuit (OMP) [73], วิธี Least angle regression (LAR) [74],
วิธีฮอมอโทปี และสามารถดูการเปรียบเทียบของหลายๆ วิธีได้ใน [75] หรือสามารถใช้คำสั่งสำเร็จรูปได้จาก [19]
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5. ตัวอย่างการประมาณแบบจำลองเบาบาง
ในหัวข้อนี้จะยกตัวอย่างการประมาณแบบจำลอง FIR ใน (4) ดังนี้ สมมติให้ระบบจริงที่ต้องการประมาณเป็นระบบเชิง
เส้นที่อธิบายด้วยปริภูมิสถานะ

x(t+ 1) =

[
0.5 −1
0 0.9

]
x(t) +

[
1
1

]
u(t)

y(t) =
[
1 1

]
x(t)

จะได้ว่าผลตอบอิมพัลส์ของระบบจริงคือ

h(0) = 0, เมื่อ k = 0, h(k) = 3.5 · 0.5k−1 − 1.5 · 0.9k−1, สำหรับ k ≥ 1 (22)

แบบจำลอง FIR ใน (4) นั้น สามารถเขียนได้ใหม่ ดังนี้

y(t) =
M∑
k=0

u(t− k)h(k) + e(t) (23)

เพื่อให้ง่ายต่อการทำให้ h(k) เป็นตัวแปรที่ต้องการประมาณ ในที่นี้ e เป็นสัญญาณรบกวนเข้ามาที่สัญญาณออก เมื่อ
กำหนดให้สัญญาณออกที่วัดได้คือ y(0), y(1), . . . , y(T ) และให้ตัวแปรที่ต้องการประมาณคือ

h(0), h(1), . . . , h(M)

ดังนั้น เมื่อเขียน (23) ในรูปสมการเชิงเส้นจะได้ว่า

b = Ax+ e (24)

โดยที่

b =


y(M)

y(M + 1)
...

y(T )

 , A =


u(M) u(M − 1) · · · u(0)

u(M + 1) u(M) · · · u(1)
... ... . . . ...

u(T ) u(T − 1) · · · u(T −M)

 , x =


h(0)
h(1)
...

h(M)


หากเรามีจำนวนสัญญาณออกที่วัดได้มากพอ จะได้ว่าระบบสมการ (24) เป็นระบบสมการแบบจำนวนสมการมากกว่า
จำนวนตัวแปร (overdetermined equations) ดังนั้น เมื่อใช้วิธีกำลังสองต่ำสุดในการประมาณจะได้ว่า ปัญหาที่ได้คือ

minimize
x

‖b− Ax‖2

เทคนิคกำลังสองต่ำสุดเป็นวิธีพื้นฐานที่ง่าย อย่างไรก็ตาม การใช้วิธีนี้ เราจำเป็นต้องรู้ค่า M (effective length of the
FIR model) เสียก่อน กล่าวโดยง่ายคือM เป็นค่าจำนวนเต็มที่ต่ำที่สุดที่ h(M) มีค่าใกล้ศูนย์ การเลือกM ที่น้อยเกิน
ไปก็อาจจะทำให้ผลการประมาณไม่ดี (เพราะแบบจำลองจะง่ายเกินไป) แต่ถ้าหากเลือก M มากเกินไปก็อาจจะทำให้
เกิดผลเสียในการประมาณ เนื่องจากเมทริกซ์ A ซึ่งมีขนาดเป็น (T − M + 1) × (M + 1) กลายเป็นเมทริกซ์
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อ้วน (fat matrix) ดังนั้นระบบ (24) จะกลายเป็นระบบแบบจำนวนสมการน้อยกว่าจำนวนตัวแปร (underdetermined
system) ซึ่งหมายความว่ามีอาจจะมีผลเฉลย x หลายค่าที่ทำให้ (24) เป็นจริง

การใช้แบบจำลองเบาบางสำหรับ (23) คือ การมีสมมติฐานว่า h(k) มีศูนย์เป็นจำนวนมาก สำหรับบาง k ซึ่งก็
สอดคล้องกับลักษณะสมบัติของผลตอบอิมพัลส์ของระบบจริง เนื่องจากสำหรับระบบเสถียรแล้วนั้น h(k) → 0 เมื่อ
k มีค่ามากพอ (ดังแสดงให้เห็นใน (22) เช่นกัน) ดังนั้น เราจึงเพิ่มฟังก์ชันลงโทษในปัญหาการประมาณ ด้วยการใช้ 1-
นอร์มของเวคเตอร์ผลตอบอิมพัลส์ ปัญหาการประมาณแบบจำลอง FIR จึงจัดรูปแบบได้เป็น

minimize
x

(1/2)‖b− Ax‖22 + λ‖x‖1 (25)

เราแก้หาผลตอบเชิงเลขของ (25) ด้วยการใช้ตัวแก้ (solver) สำเร็จรูป และผ่านทางโปรแกรม CVX ซึ่งเป็นตัวจัดรูปแบบ
ปัญหาคอนเวกซ์บนภาษา MATLAB [76, 77]

ผลการทดลอง. ในการทดลองเราได้สร้างสัญญาณออกจากระบบจริง จากการกระตุ้นด้วยสัญญาณเข้าที่เป็น PRBS
(Pseudo randombinary sequence) ตั้งแต่ t = 1 ถึง t = 200 และสัญญาณออกที่ได้นั้นจะถูกรบกวนด้วยสัญญาณ
รบกวนแบบเกาส์เซียนที่มีค่าความแปรปรวนเท่ากับ0.5 เราได้ปรับอันดับของแบบจำลอง FIR เป็น 3 ค่าด้วยกันคือM =

20, 50 และ 100 การแก้ปัญหา (25) เราใช้ค่า λ = 1 (สำหรับการเลือกค่าพารามิเตอร์ลงโทษนี้ เป็นอีกหัวข้อหนึ่ง
ที่สำคัญ สามารถศึกษาได้จาก [9]) จากผลการทดลองในรูปที่ 3 จะเห็นว่าเมื่อ M มีค่าน้อยเกินไป ผลตอบอิมพัลส์ที่
ประมาณได้ยังไม่ลู่เข้าสู่ศูนย์ แต่ค่าความคลาดเคลื่อนก็อยู่ในเกณฑ์ที่พอยอมรับได้ เมื่อM = 50 เราเริ่มสังเกตเห็นว่า
ผลตอบอิมพัลส์ h(k) ที่สอดคล้องกับ k มากๆ เริ่มมีค่าเข้าใกล้ศูนย์ และผลการประมาณจากทั้งสองวิธีก็ได้ใกล้เคียง
กัน เมื่อเราเริ่มให้ M สูงขึ้น นั่นคือ M = 100 จะได้ว่าเมทริกซ์ A ในรูปแบบปัญหาซึ่งแต่เดิมเป็นเมทริกซ์ผอม (เมื่อ
M น้อย) จะกลายเป็นเมทริกซ์เกือบจตุรัส (กล่าวคือ เราเริ่มมีจำนวนข้อมูลที่ใช้ในการประมาณน้อยลง เทียบกับจำนวน
ตัวแปรที่ต้องการประมาณ) ดังนั้น จะเห็นว่าผลการประมาณด้วยวิธีกำลังสองต่ำสุด (LS) มีค่าความคลาดเคลื่อนในการ
ประมาณสูงขึ้นอย่างเห็นได้ชัด และค่าประมาณของ h(k) เมื่อ k มากๆ มีค่าไม่เป็นศูนย์ อันเกิดจากปัญหา overfitting
ซึ่งตัวแบบจำลองพยายามจะไปปรับตัวเองให้ใกล้กับสัญญาณรบกวนมากเกินไป เมื่อเทียบกับผลการประมาณจากวิธี1-
นอร์ม จะเห็นว่า ค่าประมาณของ h(k) มีค่าศูนย์เป็นจำนวนมาก ที่ k มากๆ ซึ่งสอดคล้องกับลักษณะผลตอบอิมพัลส์
จริงในทางทฤษฎี กล่าวโดยสรุปว่า สำหรับตัวอย่างนี้ได้แสดงให้เห็นว่า การเลือกใช้ค่าอันดับของแบบจำลอง FIR ที่สูง
(เนื่องจากเราไม่ทราบค่าใดจึงจะสูงพอ) บวกกับการใช้เทคนิคการประมาณแบบ 1-นอร์ม ซึ่งทำให้แบบจำลองที่ได้เป็น
แบบจำลองเบาบาง จะทำให้ผลการประมาณโดยรวมดีขึ้นจากการใช้เทคนิคพื้นฐานเช่น วิธีกำลังสองต่ำสุด

6. บทสรุป
ในบทความนี้ ได้นำเสนอเบื้องต้น ถึงปัญหาการหาเอกลักษณ์ของระบบซับซ้อน หรือที่มีจำนวนตัวแปรมากปัญหาที่สนใจ
คือเราต้องการใช้แบบจำลองที่ง่าย หรือมีพารามิเตอร์ อยู่ในแบบจำลองมีค่าเป็นศูนย์อยู่จำนวนมาก เราเรียกแบบจำลอง
ชนิดนี้ว่า แบบจำลองเบาบาง (sparse models) เราได้นำเสนอนิยามของแบบจำลองแบบเบาบางในงานวิจัยที่ผ่านมา
ซึ่งต่างกันไปตามแต่ลักษณะหรือชนิดของแบบจำลอง นิยามความเบาบางระบบนั้น สามารถอธิบายทางคณิตศาสตร์ได้
ในรูปของเงื่อนไขสมการของตัวแปรพารามิเตอร์ ซึ่งอาจจะเป็นสมการเชิงเส้น หรือไม่เชิงเส้นก็แล้วแต่ ดังนั้น ปัญหาการ
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(c) M = 100

รูปที่ 3 ผลการประมาณแบบจำลอง FIR ซึ่งเทียบผลตอบอิมพัลส์ที่ประมาณได้ (สี่เหลี่ยมสีแดง) กับ ผลตอบอิมพัลส์
ทางทฤษฎี (วงกลมสีน้ำเงิน) ซึ่งคำนวณจาก (22) เมื่อเปลี่ยนค่า M (อันดับของแบบจำลอง FIR) จาก 20

ถึง 100 สำหรับกราฟด้านครึ่งบนเป็นผลจากการใช้เทคนิคกำลังสองต่ำสุด และกราฟด้านครึ่งล่างเป็นผลจาก
การใช้เทคนิคการประมาณแบบ 1-นอร์ม

ประมาณแบบจำลอง ซึ่งก็คือปัญหาการหาค่าพารามิเตอร์ของแบบจำลอง จึงต้องคำนึงถึงเงื่อนไขความเบาบางของระบบ
ดังกล่าวด้วย ในการนี้ เทคนิคเชิงฮิวริสติกที่นิยมใช้ คือการเพิ่มฟังก์ชันลงโทษในฟังก์ชันจุดประสงค์ของปัญหาประมาณ
ด้วยเทอมที่เกี่ยวข้องกับ1-นอร์มของตัวแปรพารามิเตอร์ที่ต้องการประมาณ เนื่องจากคุณสมบัติของ1-นอร์ม ที่จะทำให้
ผลเฉลยของปัญหาการประมาณมีค่าศูนย์เป็นจำนวนมากปัญหาการประมาณที่มักจะกลายเป็นปัญหาการหาค่าเหมาะ
สุดที่มีผลตอบมีศูนย์จำนวนมากนั้น ได้ถูกเรียกว่า ปัญหาการหาค่าเหมาะสุดแบบเบาบาง (sparse optimization)

จากนั้น บทความนี้ได้บรรยายถึงรูปแบบปัญหาการหาค่าเหมาะสุดแบบเบาบาง ที่เกี่ยวข้องกับการหาเอกลักษณ์ของ
ระบบ รูปแบบปัญหาเหล่านี้แบ่งได้ออกเป็นสองกลุ่มใหญ่ๆ คือ รูปแบบปัญหาที่ใช้ในการประมาณระบบเบาบางโดยตรง
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กับรูปแบบปัญหาที่ใช้ความเบาบางของผลเฉลยของปัญหา เพื่อตอบสนองของจุดประสงค์ในการหาเอกลักษณ์ ตัวอย่าง
ของรูปแบบปัญหาหลัง คือ การหาแบบจำลองอันดับต่ำ และการหาแบบจำลองของระบบเชิงเส้นแปรผันตามเวลา

เนื่องจากปัญหาการหาค่าเหมาะสุดแบบเบาบางนั้น จัดอยู่ในรูปปัญหาไม่เรียบ (nonsmooth problems) และเรา
มักจะสนใจปัญหาที่มีขนาดใหญ่ เพราะว่าตัวแปรพารามิเตอร์นั้นมาจากแบบจำลองสำหรับระบบซับซ้อน ในส่วนสุดท้าย
ของบทความ จึงได้ยกตัวอย่างของขั้นตอนวิธีเชิงเลขสำหรับแก้ปัญหาการหาค่าเหมาะสุดแบบเบาบาง ที่เป็นปัญหาคอน
เวกซ์ ขั้นตอนวิธีส่วนใหญ่ มีลักษณะร่วมกันคือ ขั้นตอนการปรับตัวแปรจะใช้เพียงแค่เกรเดียนต์ของเทอมในฟังก์ชันจุด
ประสงค์ ที่หาอนุพันธ์ได้เท่านั้น (เราเรียกวิธีเหล่านี้ว่า วิธีอันดับหนึ่ง หรือ first-order methods) การใช้เพียงแค่เกรเดีย
นต์ มีเหตุผลจากการต้องการหลีกเลี่ยงการคำนวณเมทริกซ์อนุพันธ์อันดับสอง เพราะจะต้องอาศัยทรัพยากรสูงในแต่ละ
ขั้นตอนการปรับ (iteration) ขั้นตอนวิธีที่นำเสนอในบทความนี้ อยู่ในกลุ่มของวิธีแบบพร๊อกซิมอล (proximal methods)
ที่มีอัตราการลู่เข้าที่น่าพอใจในทางปฏิบัติ และเหมาะกับการคำนวณแบบกระจาย ได้อย่างมีประสิทธิภาพ

กล่าวโดยสรุป เราพบว่า รูปแบบปัญหาการประมาณแบบเบาบางนั้น มีงานประยุกต์ในการหาเอกลักษณ์ของระบบ
อย่างมาก เนื่องด้วย หลายๆ ระบบที่สำคัญในปัจจุบัน เช่น ระบบทางชีวภาพ มักจะเกี่ยวข้องกับตัวแปรจำนวนมาก จึงมี
แนวโน้มที่ต้องการหาแบบจำลองอย่างง่ายสำหรับระบบซับซ้อนเช่นนี้ นอกจากนี้ ในด้านงานวิจัยอื่นๆ เช่น การประมวล
สัญญาณ (signal processing) การเรียนรู้ด้วยเครื่อง (machine learning) การเรียนรู้เชิงสถิติ (statistical learning) ก็
พบรูปแบบปัญหาการหาค่าเหมาะสุดแบบเบาบาง เป็นอย่างมาก ดังนั้น งานวิจัยที่เป็นที่น่าสนใจในปัจจุบันนี้ คือการหา
รูปแบบปัญหาที่คำนึงถึงความเบาบางของตัวแปรที่ต้องการประมาณซึ่งความเบาบางของตัวแปรก็มีความหมายแตกต่าง
กันไปตามงานประยุกต์ที่สนใจ หรืองานวิจัยอีกด้าน คือ การพัฒนาขั้นตอนวิธีเชิงเลข ที่จะนำมาแก้ปัญหาการประมาณ
ดังกล่าว ที่ต้องเป็นขั้นตอนวิธีที่มีคุณสมบัติการลู่เข้าที่เร็ว และต้องรองรับถึงขนาดปัญหาใหญ่เป็นสำคัญด้วย
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