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บทคัดยอ 
ตามประสบการณของผูเขียนพบวา การเรียนการสอนในรายวิชากลศาสตรวัสดุมักจะเนนเฉพาะการคํานวณหา

ทิศทางความเคนหลักเชิงตัวเลข แตมิไดมีการขยายความเชิงกายภาพใหผูเรียนเกิดความเขาใจเชิงลึกใน

ความสัมพันธระหวางคาทิศทางกับคาความเคนหลักทั้งๆ ที่คาทิศทางเปนปจจัยหนึ่งที่มีความสําคัญในการ

วิเคราะหความเคน เพื่อเปนการเติมเต็มชองวางดังกลาว บทความฉบับนี้อธิบายวิธีการคํานวณหาทิศทางความ

เคนหลักโดยอาศัยวิธีการ 3 วิธี คือ สมการแปลงความเคน วงกลมมอรและจุดขั้ว และคาเจาะจงและเวกเตอร

เจาะจง ผานปญหาระนาบในทฤษฎีสภาพยืดหยุน ผลลัพธการคํานวณจะแสดงออกมาทั้งในลักษณะเชิงจุดและ

เชิงสนาม สิ่งที่ไดกลาวในบทความนี้จะชวยเสริมสรางความเขาใจเชิงลึกใหแกผูเรียน ซึ่งในทายที่สุดผูเขียน

คาดหวังวาผูเรียนจะสามารถนําความรูไปใชแกปญหาหรือแปลความหมายเชิงกายภาพของปญหาอื่นใดได 

 

คําสืบคน 
ทฤษฎีสภาพยืดหยุน ทิศทางความเคนหลัก วงกลมมอรและจุดขั้ว คาเจาะจงและเวกเตอรเจาะจง สมการแปลง

ความเคน 
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ABSTRACT 
 
As far as concerned with author’s experiences, most of teaching and learning 
processes in Mechanics of Materials emphasize only a numerical calculation 
of directions of principal stresses but lack an in-depth explanation to students 
about the relation between them and their principal stresses, in spite of their 
importance in stress analysis. To fill the gap, this paper describes a deep 
analysis of the directions of principal stresses using three different methods: 
equation of stress transformation, Mohr’s circle and pole, and Eigen value and 
Eigen vector. These methods are applied on the basis of point-wise and 
whole-field representations to a two dimensional problem in Theory of 
Elasticity. The contents could enhance students’ understanding with the hope 
that the students could apply the knowledge gained to solve or to interpret 
those related problems in hand. 
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I.  บทนํา  
รายวิชากลศาสตรวัสดุ (Mechanics of Materials) เปนรายวิชาเบื้องตนที่ศึกษาเกี่ยวกับการเปลี่ยนรูปของวัสดุ

ภายใตการกระทําของภาระภายนอก ผลของภาระภายนอกทําใหเกิดความเคนขึ้นภายในวัสดุและความเคนนี้

เปนปริมาณภายในที่ไมสามารถมองเห็นไดดวยตาเปลา อยางไรก็ดีความเคนหรือสนามความเคนสามารถ

มองเห็นไดหากใชวิธีโฟโตอิลาสติกซิตี ในทางทฤษฎี ความเคนถือเปนปริมาณทางฟสิกสที่เรียกวา เทนเซอร 

(tensor) มีอันดับเทากับ 2 และตองการองคประกอบทั้งหมด 9 องคประกอบในการอธิบายใหมีความหมาย

สมบูรณในระบบสามมิติ 
 

ความเคนเปนปริมาณที่มีทั้งขนาดและทิศทาง ขนาดของความเคนบงบอกถึงความหนาแนนของแรงภายในบน

พื้นที่หนาตัดหนึ่งๆ ในขณะที่ทิศทางของความเคนจะแสดงแนวหรือวิถีที่ความเคนนั้นกระทํา องคประกอบทั้ง

สองนี้ชวยใหเราทราบวา บริเวณใดที่จะเกิดความเสียหายและความเสียหายนี้จะเกิดขึ้นในทิศทางใด สําหรับ

ความเสียหายนั้นมักจะมีทิศทางตั้งฉากกับความเคนคาสูงสุด [1] จากการสังเกตของผูเขียนหลายครั้งในคราวที่

มีการเรียนการสอนในรายวิชาการออกแบบชิ้นสวนเครื่องจักรกล (โดยการเรียนในเบื้องตนเปนการทบทวน

ความรูเดิมที่ผูเรียนไดเรียนมาแลวในรายวิชากลศาสตรวัสดุ) พบวา ผูเรียนมีความเขาใจเปนอยางดีเกี่ยวกับ

ขนาดของความเคนหลัก แตผูเรียนไมสามารถใหคําอธิบายเชิงลึกเกี่ยวกับทิศทางความเคนหลักได กลาวคือ 

ผูเรียนไมสามารถอธิบายความสัมพันธระหวางทิศทางความเคนหลักกับลักษณะความเสียหายที่เกิดขึ้นในวัสดุ

ได  ผูเขียนไดพยายามคนหาสาเหตุเกี่ยวกับปญหาขางตน ซึ่งสามารถสรุปประเด็นไดดังนี้ เนื่องจากขนาดของ

ความเคนหลักเปนปริมาณสเกลาร  ดังนั้น การที่ผูเรียนจะเขาใจเกี่ยวกับขนาดความเคนจึงเปนเรื่องที่ไมยาก

เกินไป สาเหตุที่เปนเชนนี้ก็เพราะวา ในชีวิตประจําวันเรามักจะใชปริมาณสเกลารสื่อสารกันเปนสวนใหญ 

อยางไรก็ตาม การรวมกันระหวางทิศทางกับขนาดความเคนหลักเปนผลใหลักษณะของสิ่งที่ผูเรียนจะตองทํา

ความเขาใจเปลี่ยนจากรูปธรรมไปเปนนามธรรม ซึ่งในทายที่สุดสงผลใหผูเรียนขาดความเขาใจ  
 

ผูเขียนไดเคยต้ังคําถามกับผูเรียนโดยใหผูเรียนจินตนาการถึงการทุบกระบอกขาวหลามที่ยังไมไดปอกผิวแข็ง

ออก โดยที่รายละเอียดตาง ๆ แสดงในตารางที่ 1 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

คําถามขางตนมีนัยสําคัญซอนอยู กลาวคือ การที่กระบอกขาวหลามจะแตกหรือไมนั้น มิไดขึ้นอยูกับจํานวนเทา 

ของอัตราสวนระหวางความเคนในเสนรอบวงตอความเคนในแนวแกน แตจะขึ้นอยูกับอัตราสวนระหวางความ

ตานแรงครากของวัสดุ (yield strength) ตอความเคนที่เกิดขึ้น หลักในการออกแบบก็คือ การนําความเคนที่มี

คาสูงสุด (maximum stress) ไปเปรียบเทียบกับความตานแรงคราก ทั้งนี้รูปแบบการเปรียบเทียบขึ้นอยูกับ

ตารางที ่1 

เ งื่ อ น ไ ข แ ล ะ คํ า ถ า ม

เ กี่ ย ว กั บ ก ร ะ บ อ ก ข า ว

หลาม โดยที่คําถามเปน

ของผู เขียนและคําตอบ

เปนของผูเรียน 

 

 
 

เงื่อนไข: หากเราใชมีดหรือขวานฟนไปยังกระบอกขาวหลามตามแนวยาวและ/หรือตามแนวขวาง 

คําถาม: กระบอกขาวหลามจะเกิดความเสียหาย

หรือแตกในแนวใด? 

คําตอบ: กระบอกขาวหลามจะแตกตามแนวยาว

หรือตามแนวแกน 

คําถาม: เหตุใดจึงเปนเชนนั้น? คําตอบ: ในทางทฤษฎีนั้น ความเคนในแนวเสนรอ

บวง (hoop stress) จะมีคามากกวาความ

เคนในแนวแกน (axial stress) 2 เทา 

คําถาม: หากสัดสวนของความเคนมีคา 1.5 เทา 

หรือ 2.5 เทา แลว กระบอกขาวหลามจะ

เกิดความเสียหายหรือแตกในแนวใด? 

คําตอบ: ??? หรือ กระบอกขาวหลามจะแตกตาม

แนวยาวหรือตามแนวแกน (สําหรับผูเรียน

บางคน) 
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ทฤษฎีความเสียหายที่เลือกใช เนื่องจากความเคนในแนวเสนรอบวงมีคามากกวาความเคนในแนวแกน ดังนั้น 

ความเคนที่ถูกนําไปเปรียบเทียบก็คือ ความเคนในแนวเสนรอบวงนั่นเอง 
 

หากความเคนคาสูงสุดมีคามากกวาความตานแรงครากของวัสดุก็จะทําใหเกิดความเสียหายขึ้น คําถามจึงมีอยู

วา จะเกิดความเสียหายอยางไร? (ตารางที่ 1) คําตอบก็คือ ความเสียหายหรือการแตกราวจะเกิดขึ้นในแนวหรือ

ทิศทางที่ตั้งฉากกับทิศทางความเคนหลักดังที่ไดกลาวแลวขางตน เราจะเห็นไดวา ทิศทางความเคนหลักเปน

ปจจัยสําคัญอันหนึ่งในการอธิบายถึงลักษณะความเสียหายที่จะเกิดขึ้น เพื่อใหเกิดความเขาใจเชิงลึกแกผูเรียน 

บทความนี้นําเสนอวิธีการคํานวณหาทิศทางความเคนหลักแบบเชิงจุดและเชิงสนามผานปญหาแผนจานกลม

รับแรงเขมกดในแนวเสนผานศูนยกลาง (a circular disk subjected a diametral compression) ซึ่งปญหานี้มี

ผลเฉลยแมนตรงที่พิสูจนทราบแลวโดยทฤษฎีสภาพยืดหยุน  

Il.  วิธีการคํานวณหาความเคนหลักและทิศทาง 

2.1   สมการแปลงความเคนในพจนขององคประกอบความเคนสมการแปลง   

  ความเคนในพจนของความเคนหลัก 
   สําหรับปญหาความเคนระนาบ (plane problem)  ความเคน ณ จุดหนึ่ง ๆ ที่มุมใดๆ สามารถคํานวณหา        

 ไดจากสมการแปลงความเคน [2] 
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' '
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cos2 sin2

2 2
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x x xx yy xx yy xy

y y xx yy xx yy xy

x y xx yy xy

                                    (1) 

โดยที่ มุม  คือ มุมระหวางแกนพิกัด x y  และ ' 'x y  ซึ่งวัดในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา (รูปที่ 1) 
 

ความเคนหลักและทิศทางความเคนหลักสามารถคํานวณหาไดจากสมการ 
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และ                               

2
tan2 xy

p

xx yy




 



    หรือ   

21
arctan

2
xy

p

xx yy




 

 
  

 
                                      (3) 

รูปที่ 1 

(ก) เอลิเมนตความเคนทั่วไป

ในระบบพิกัดอางอิง  

และ (ข) เอลิเมนตความเคน

หลักในแนวแกน  
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ตามลําดับ โดยที่ 1  และ 2  คือ ความเคนหลัก  xx    yy  และ  xy  คือ องคประกอบความเคนใน

ระบบพิกัดคารทีเซียนหรือระบบพิกัดฉาก และ p  คือ มุมที่แสดงทิศทางความเคนหลัก ซึ่งวัดเทียบกับ

แกนอางอิง x ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา สําหรับตัวหอย p นั้นหมายถึง การใชคาหลัก (principal 

values) ของฟงกชันแทนเจนตผกผันในยาน 90   ถึง 90   ที่รวมคา  เขาไวดวยเทานั้นทั้งนี้

เ พ ร า ะ ว า  ฟ ง ก ชั น แ ทน เ จ น ต เ ปน ฟ ง ก ชั น คา บ  ( periodic function)  จ า ก คว า ม สั ม พั น ธ 

 tan2 tan 2 180p p     ฟงกชันแทนเจนตผกผันในสมการ (3) จะใหคามุม   ออกมาสองคาที่

หางกันเทากับ  (ความเคนหลักทั้งสองมีทิศทางตั้งฉากซึ่งกันและกัน) ดวยเหตุนี้ การใชสมการ (3) 

คํานวณหาทิศทางความเคนหลักเพียงสมการเดียวจึงไมสามารถระบุไดวา มุม p  คาใดจะแสดงทิศทาง

ความเคนหลัก 1  หรือ 2  [1] 

 

เนื่องจากวาอารกิวเมนตของฟงกชันแทนเจนตในสมการ (3) อยูในรูปของ 2p  ดังนั้น มุม p  จึงมีคา

อยูในยาน 45   ถึง 45   เทานั้น ซึ่งในทางกายภาพแลว มุม p  จะตองมีคาอยูในยาน 90   ถึง 

90    ปรากฏการณนี้ทําใหเราเรียกผลลัพธที่ไดจากสมการ (3) วา ‘คาเฟสซอนรูป’ (wrapped phase) 

และคามุมทางกายภาพวา ‘คาเฟสเต็มรูป’ (unwrapped phase) สําหรับการแกปญหาดังกลาวในทาง

ปฏิบัตินั้น เราจะตองหาวิธีการอื่นใดที่จะทําใหไดคาเฟสเต็มรูปจากเฟสซอนรูป วิธีการที่กลาวถึงนี้เปนที่

รูจักกันดีในชื่อของ ‘การคืนรูปเฟส’ (phase unwrapping) [3] คาเฟสซอนรูปทําใหเราไมสามารถระบุได

วามุม p  ที่คํานวณไดจากสมการ (3) นั้น คาใดจะแสดงทิศทางความเคนหลัก 1  หรือ 2  ที่

คํานวณไดจากสมการ (2) สําหรับตัวอยางการคํานวณนั้นจะไดแสดงตอไป คําวา เฟสซอนรูป เฟสเต็ม

รูป และการคืนรูปเฟส เปนคําที่ผูเขียนไดบัญญัติขึ้นใชเองเนื่องจากยังไมมีการบัญญัติคําเหลานี้ใน

ภาษาไทยอยางเปนทางการ สําหรับเนื้อหาเกี่ยวกับการคืนรูปเฟสนั้น ผู เขียนจะไมขอกลาวใน

รายละเอียดเนื่องจากอยูนอกเหนือวัตถุประสงคของบทความฉบับนี้ 
 

เราสามารถพิสูจนที่มาของสมการ (3) ไดโดยการกําหนดให ' ' 0 x y  (ที่ระนาบหลักความเคนเฉือนมี

คาเทากับศูนย) ซึ่งผลที่ไดแสดงใหเห็นวา ณ จุดหนึ่ง ๆ คาความเคนหลักและทิศทางจะมีอยูเพียงชุด

เดียวเทานั้น หากพิจารณาจุดอื่นใดในอาณาบริเวณที่สนใจ เราก็จะไดความเคนหลักอีกชุดหนึ่งซึ่งมีคา

แตกตางกันไปทั้งขนาดและทิศทาง การเปลี่ยนไปของทิศทางความเคนนี้เองทําใหเกิดการไหลของความ

เคน [1] 

 

สําหรับการคํานวณหาคาทิศทางความเคนหลักที่สอดคลองกับคาความเคนหลักคาใดคาหนึ่งนั้น เรา

สามารถทําไดตามขั้นตอนดังนี้ 

1. คํานวณหาคาความเคนหลัก 1  และ 2  และทิศทางความเคนหลัก p  โดยอาศัยสมการ 

(2) และ (3) ตามลําดับ 

2. นําคาทิศทางความเคนหลัก p  คาใดคาหนึ่ง (โดยปกติใชคาแรก) ไปแทนลงในตัวแปร   

ที่ปรากฏอยูในสมการ ' ' x y  ลําดับแรกของสมการ (1) 

3. เปรียบเทียบคา ' ' x y ที่คํานวณไดจากขอ 2. กับคาความเคนหลัก 1  และ 2  ที่คํานวณ

ไดจาก ขอ 1.  
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หากคาของ ' ' x y  ตรงกับคาความเคนหลักคาใด ทิศทางความเคนหลัก p  ก็จะแสดงทิศทางของความ    

เคนหลักคานั้น สวนคามุมที่เหลือก็จะเปนทิศทางของความเคนหลักอีกคาหนึ่ง 
 

ผูอานพึงสังเกตวา หากเราแทนคาทิศทางความเคนหลัก p  ลงในมุม   ที่ปรากฏอยูในสมการ ' ' x y  

ของสมการ (1) จะเปนผลใหเกิดการสลับของทิศทางความเคนหลัก ดังนั้น เพื่อใหไดผลลัพธที่ถูกตอง เรา

จะตองแทนลงในมุม   ที่ปรากฏอยูในสมการ ' ' x y  เทานั้นเนื่องจาก   เปนมุมระหวางแกน x  กับ 

'x  (รูปที่ 1) 
 

2.2   สมการแปลงความเคนในพจนของความเคนหลัก 
หากเราทราบคาความเคนหลัก จากสมการ (2) คาความเคนที่ตําแหนงเชิงมุม   ใด ๆ ก็สามารถ 

คํานวณหาไดจากสมการ 

                           

   

   

 

' ' 1 2 1 2

' ' 1 2 1 2

' ' 1 2

1 1
cos26

2 2
1 1

cos26
2 2

1
sin2

2

x x

y y

x y

    

    

   

   

   

  

                                                (4) 

โดยที่ มุม   คือ มุมระหวางแกนพิกัด 1 2   และ ' 'x y  ซึ่งวัดในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 

ความสัมพันธดังกลาวสามารถทําความเขาใจไดโดยพิจารณารูปที่  1ข โดยกําหนดใหแกนพิกัด x y  

เปน 1 2  , แกนพิกัด 1 2   เปน ' 'x y  และมุม p  เปน   
 

สมการ (4) ถือเปนหัวใจสําคัญในการศึกษาทางดานโฟโตอิลาสติกซิตีโดยเฉพาะสมการความเคนเฉือน

ในลําดับสุดทาย ทั้งนี้เพราะวา องคประกอบความเคนทั้งสามในระบบแกนอางอิง ' 'x y  จะอยูในพจน

ของผลรวมของความเคนหลัก ผลตางของความเคนหลัก และทิศทางความเคนหลัก ในสาขาโฟโตอิลา

สติกซิตี ผลรวมของความเคนหลัก  1 2   มีชื่อเรียกวา ไอโซพาชิก (isopachics) ผลตางของ

ความเคนหลัก  1 2   มีชื่อเรียกวา ไอโซโครมาติก (isochromatics) และทิศทางความเคนหลัก 

p  มีชื่อเรียกวา ไอโซคลินิก (isoclinics) อาศัยขอมูลไอโซโครมาติกและไอโซคลินิก เราสามารถ

คํานวณหาคาความเคนเฉือน  xy  ได [4], [5] 
 

2.3   โคไซนแสดงทิศทางความเคนหลัก: คาเจาะจงและเวกเตอรเจาะจง 
เราสามารถคํานวณหาโคไซนแสดงทิศทางของความเคนหลักได โดยอาศัยสมการ [2] 

                                                
 

 

0

0

xx p x xy y

xy x yy p y

n n

n n

  

  

  

  
                                                        (5) 

          และ                                                         

                                                             2 2 1x yn n                                                                   (6) 

โดยที่  1,2 p p  คือ ความเคนหลัก และ xn  และ yn  คือ คาโคไซนแสดงทิศทางของทิศทางความ

เคนหลักเทียบกับแกน x และ แกน y ตามลําดับ เนื่องจากปญหาที่พิจารณาเปนปญหาความเคนระนาบ 
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หากกําหนดใหทิศทางความเคนหลักวัดเทียบกับแกนอางอิง x เพียงแกนเดียวแลว เราก็จะได 

cosx pn   และ siny pn   ซึ่งทําใหเราเขียนสมการ (5) และ (6) ไดใหมคือ 

                                    
 

 

cos sin 0

cos sin 0

yy p p xy p

xy p yy p p

    

    

  

  
                                            (7) 

และ                     

     2 2cos sin 1p p                                                          (8) 
 

สมการ (5) ถึง     (8) แสดงใหเห็นวา p  คือ คาเจาะจง (Eigen value) และโคไซนแสดงทิศทาง xn  

และ yn  คือเวกเตอรเจาะจง (Eigen vector) ที่สอดคลองกันนั่นเอง 

ดวยสมการ      (7) และ     (8) เราจะไดวา 

                           
 

2

2 22

1
sin

1

xy
p

xy yy pyy p

xy




   



 
  

 
 

                          (9) 

และ 

                                          cos sinyy p
p p

xy

 
 




 
  

 
                                              (10) 

 

ดังนั้น เราสามารถคํานวณหาทิศทางความเคนหลักไดโดยความสัมพันธ 

sin
arctan

cos
p

p

p






 
  

 
                                                           (11) 

 สําหรับการระบุทิศทางความเคนหลักที่สอดคลองกับคาความเคนหลักนั้น เราสามารถทําไดตามขั้นตอนดังนี้ 

  1. คํานวณหาคาความเคนหลัก 1  และ 2  โดยอาศัยสมการ (2) 

  2. นําคาความเคนหลัก 1  หรือ 2  แทนลงไปที่  p  ในสมการ (9) และ (10) 

  3. คํานวณหาคาทิศทางความเคนหลัก p  โดยสมการ (11) 

ผูอานพึงสังเกตความแตกตางระหวางผลลัพธของสมการ (3) กับ (11) กลาวคือ สมการ (3) จะทําให 

45 45p     (เฟสซอนรูป) ขณะที่สมการ (11) จะใหผลลัพธ 90 90p      (เฟสเต็มรูป) 

สําหรับความหมายของเฟสซอนรูปในเชิงรูปธรรมนั้น ผูเขียนจะไดอธิบายใหเกิดความเขาใจมากยิ่งขึ้นใน

หัวขอ III 

2.4   วงกลมมอร 
วงกลมมอรเปนเครื่องมืออันหนึ่งที่แสดงความหมายของสมการ (1) ออกมาในเชิงรูปภาพ วงกลมมอรทํา

ใหเราเขาใจเกี่ยวกับการแปรเปลี่ยนคาไปขององคประกอบความเคนเมื่อมุม   มีคาแปรเปลี่ยนไป รูปที่ 

2 แสดงภาพตัวอยางของวงกลมมอร สําหรับการวาดวงกลมมอรมีขั้นตอนดังนี้ 
 

1. กําหนดแกนพิกัด   และ   โดยที่   ใหมีทิศทางไปทางขวา และ  CCW (ความเคน
เฉือนในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา) มีทิศทางลงดานลาง 



doi:10.4186/ejth.2010.2.1.1 

 

8  วารสารวิศวกรรมศาสตร  : เลม 2 ฉบับท่ี 1 : วิศวกรรมสิ่งแวดลอมไทย : ISSN 1906-3636 : ตอบรับ ก.พ. 2553.                      www.ej.eng.chula.ac.th 

2. กําหนดจุดศูนยกลางของวงกลมมอร (จุด C) บนแกน   ที่ระยะหางเทากับ  

 1

2
 xx yy  จากจุดกําเนิด (จุด O) ของแกนพิกัด   และ   

  3.    กําหนดจุด A  ,  ccw
xx xy ลงบนระนาบ โดยคาที่เลือกใชใหเปนคาองคประกอบความเคน  

                         บนหนาตัด x  (ดูรูปเอลิเมนตความเคน ในรูปที่ 2) 
  4.    วาดวงกลมโดยใชจุด C เปนจุดศูนยกลาง โดยที่วงกลมมีรัศมีเทากับระยะ CA  

5.    ลากเสน AB  ผานจุดศูนยกลาง C โดยที่จุด B ก็คือจุดที่มีคาองคประกอบความเคนบนหนา   

       ตัด y    
 

พึงสังเกตวา มุม   บนวงกลมจะมีคาเปนสองเทาของมุม   บนเอลิเมนตความเคน แตวัดในทิศทาง

ทวนเข็มนาฬิกาเชนเดียวกัน 
 

จากรูปที่ 2 รัศมีของวงกลม (ความเคนเฉือนคาสูงสุด) คือ 

2
2

max
2

xx yy
xyR CA CB

 
 

      
 

                                       (12) 

 

                                (13) 

 

และ 

 

 

 

 

 

 

 

                                               (14) 

ซึ่งเหมือนกับสมการ (3) 
 

2.5   จุดข้ัว 
วิธีจุดขั้วทําใหเราเห็นภาพของเอลิเมนตความเคนและทิศทางความเคนในภาพวงกลมมอรไดอยาง

ชัดเจน ซึ่งทําใหงายตอการวิเคราะห ใหเราพิจารณาภาพวงกลมมอรในรูปที่ 2 และ 3 ประกอบกัน ซึ่ง

ขั้นตอนของวิธีจุดขั้วมีดังนี้ [6] 

 

รูปที่ 2 

ว ง ก ล ม ม อ ร พ ร อ ม

รายละเอียดที่สําคัญตอ

ก า ร คํ า น ว ณ ห า ค า

องคประกอบความเคน 

ค ว า ม เ ค น ห ลั ก  แ ล ะ

ทิศทางความเคนหลัก 
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1. จากจุด A ในรูปที่ 2 ใหเราลากเสนตรงขนานกับแกนพิกัด   ไปตัดกับขอบของวงกลมมอร

อีกดานหนึ่งของแกนพิกัด   จุดตัดดังกลาวมีช่ือเรียกวา จุดสมนัย 'A  (a conjugate point 

'A ) (รูปที่ 3) แนวเสน  ตรงที่เชื่อมระหวางจุด A กับจุด 'A  จะถูกเรียกวา เสนอางอิง 
(reference line) 

2. ใชจุดสมนัย 'A  เปนจุดขั้ว (pole) เพื่อหาคาองคประกอบความเคน ณ จุดตางๆ บนวงกลม 

มอร   ตัวอยางเชน หากเราตองการทราบคาองคประกอบความเคน ณ จุด G  ' ', ' '  cw
x x x y

ใด ๆ ก็ใหลากเสนตรงจากจุดขั้ว 'A  ไปตัดกับจุด G นั้น ซึ่งคาของความเคนสามารถวัดคาได
โดยตรงจากวงกลมมอร 

3. มุมเอียง   ของเอลิเมนตความเคน ณ จุด G  ' ', ' '
cw

x x x y   ก็คือ มุมระหวางเสนตรง  'A A  

กับ  'A G  โดยวัดจากแนวเสนตรง 'A A  ไปยัง 'A G  โดยใชจุด A '  เปนจุดหมุน ซึ่งหากมี

ทิศทางทวนเข็มก็จะมีเครื่องหมายเปนบวกและจะเปนลบหากมีทิศทางตรงกันขาม สําหรับ

การพิสูจนวา มุมเอียง   ของเอลิเมนตความเคน ณ จุด G  ' ', ' 'x x x y   นั้นเปนมุมระหวาง

เสน  'A A  กับ 'A G  สามารถกระทําไดดังนี้ พิจารณาสามเหลี่ยม CA'G  จะพบวามุม 

C A'G CG A'
 

  ดังนั้น   
1

C A'G 180 2
2


    โดยอาศัยหลักการเดียวกันกับ

สามเหลี่ยม   ก็จะไดวา  
1

C A'A 180
2


   ดังนั้น มุมเอียง  ที่วัดจากแนวเสน

อางอิง 'A A  ไปยังแนวเสน   ก็คือ 180 C A' A C A'G
 

    ซึ่งเมื่อเราแทนคาแลว ก็จะ

ไดวา     
1 1

180 180 180 2
2 2

         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 
 

รูปที่ 3 

ว ง ก ล ม ม อ ร พ ร อ ม

รายละเอียดที่สําคัญใน

การประยุกตใชวิธีจุดขั้ว

ในการหาความเคนและ

ทิศทาง 
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จากหลักการขางตน เราสามารถคํานวณหาคาองคประกอบความเคน ณ จุดใด ๆ บนเสนวงกลมมอรได 

โดยการลากเสนจากจุดขั้วไปตัดกับจุดที่ตองการทราบคา เชน หากเราตองการทราบคาทิศทางความเคน

หลักเราก็สามารถหาคาไดโดยการลากเสนตรงจากจุดขั้วไปตัดที่จุด F (รูปที่ 3) ซึ่งเปนคาความเคนหลัก 

1  (แนวเสนตรง 'A F  หรือเสนสีน้ําเงิน) มุม p  ก็คือมุมระหวางเสนตรง 'A A  กับ 'A F  ซึ่งวัดจาก

แนวเสนอางอิงในทิศทางทวนเข็มนาฬิการอบจุดขั้ว สําหรับเอลิเมนตความเคนหลักนั้นแสดงอยูในรูปที่ 3 

กลาวคือ เอลิเมนตที่ตําแหนงหนาตัด  และ  
 

III.  การแปลความหมายของเฟสซอนรูปและเฟสเต็มรูป 
จากที่ไดกลาวมาแลวขางตนวา สมการ (3) จะทําให 45 45   p  เฟสซอนรูปนี้ทําใหเราไมสามารถ

ทราบไดวาคามุมดังกลาวสอดคลองกับความเคนหลักคาใด การเกิดเฟสซอนรูปสามารถสังเกตเห็นไดชัดใน

วงกลมมอร พิจารณาความเคนหลัก 1  (รูปที่ 2) เปนคาแรก เราจะพบวามุม  เปนมุมระหวางสภาวะความ

เคนที่ใชวาดวงกลมมอร (เสนตรง ACB ) กับความเคนหลัก 1   มุม 


ACF  จะยังคงแสดงทิศทางความเคน

หลัก 1  ตราบเทาที่จุด A มีตําแหนงไมเกินจุด E หรือมุม 2 90 p  หรือ 45 p  (พิจารณาตาม

หลักพีชคณิต) เมื่อใดก็ตามที่เงื่อนไขดังกลาวขางตนไมเปนจริง กลาวคือ จุด A มีตําแหนงอยูเลยจุด E ออกไป 

ความเคนหลัก 1  จะเปลี่ยนไปกระทําบนหนาตัดที่คาองคประกอบความเคนบนหนาตัดนั้นถูกใชกําหนด

ตําแหนงจุด B  (หนาตัด y  ) ทันที ในทํานองเดียวกันหากเราพิจารณาความเคนหลัก 2  ดวยก็จะเห็นไดวา 

2  จะกระทําบนหนาตัดที่คาองคประกอบความเคนถูกใชกําหนดตําแหนงจุด  A  (หนาตัด x ) สิ่งที่เกิดขึ้นนี้

แสดงใหเห็นวา ทิศทางความเคนหลักทั้งสองจะสลับกันเมื่อ 45 p  (ในกรณีของจุด A) และสาเหตุนี้เองที่

ทําใหเกิด เฟสซอนรูป 
 

จากที่ไดกลาวผานมาเราพิจารณาเฉพาะกรณีที่จุด A อยูทางดานลางของแกน   หากคาองคประกอบความ

เคนเปลี่ยนไปโดยเปนผลใหจุด A เปลี่ยนตําแหนงไปอยูทางดานบนของแกน   และใชวิธีการเดียวกันกับที่

อธิบายขางตนก็จะพบวาจุด A จะตองมีตําแหนงไมเกินจุด H หรือมุม 2 90 p  หรือ 45  p  ซึ่งถา

หากเงื่อนไขดังกลาวไมเปนจริงก็จะทําใหเกิดการสลับกันของทิศทางความเคนหลักเชนกัน เมื่อรวมกรณี 

45 p  เขากับ 45  p  แลวก็จะไดยานเฟสซอนรูป 45 45   p  ดังที่กลาวแลวขางตน  

ในความเปนจริงแลว เราควรเขียนวา 45 45   p  สําหรับเฟสซอนรูป หรือ p90 90     

สําหรับเฟสเต็มรูป ทั้งนี้เนื่องดวย ฟงกชันแทนแจนตและแทนเจนตผกผันมีความตอเนื่องในชวงขางตน กลาวคือ 

กราฟของฟงกชันแทนแจนตจะไมสามารถหาคาได เมื่อ 2 90    และแทนเจนตผกผันจะใหคา 

2 90    เมื่ออารกิวเมนตของฟงกชันมีคาอนันต อยางไรก็ตาม การแสดงผลลัพธสวนใหญนั้นมักจะแสดง

ออกมาในลักษณะของภาพเชิงเลข (digitally graphic representation) ซึ่งอยูในรูปของฟงกชันวิยุต (discrete 

function) จึงทําใหนักวิจัยสวนใหญในสาขาโฟโตอิลาสติกซิตีแสดงยานของทิศทางความเคนหลักออกมาเปน 

45 45   p  หรือ p90 90     หากเราพิจารณาภาพวงกลมมอรโดยละเอียดอีกครั้ง (รูปที่ 

3) ก็จะพบวา ทิศทางความเคนหลัก  ที่เทียบกับจุด A นั้นคือ 2 180 p  (วัดจากจุด E ไปยังจุด H) หรือ 

90  p  คามุม 90  นี้ก็คือ คา มอดุโล (modulo) ของยานเฟสซอนรูป หากเราพิจารณาภาพวงกลมมอร

โดยละเอียดอีกครั้ง (รูปที่ 3) ก็จะพบวา ทิศทางความเคนหลัก 1  ที่เทียบกับจุด A นั้นคือ 2 180 p  (วัด

จากจุด E ไปยังจุด H) หรือ 90  p  คามุม  นี้คือ มอดุโล (modulo) ของยานเฟสซอนรูป ในขณะที่คา

มอดุโลของยานเฟสเต็มรูปคือ  คามอดุโลทั้งสองนี้มีสวนสําคัญอยางมากสําหรับการคืนรูปเฟส ที่ตองอาศัย

หลักการปฏิบัติระหวางจุดภาพ (pixel-based methods) ตัวอยางเชน วิธีการใน [7] - [9]  
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ตั้งแตที่ไดกลาวมาขางตนจนถึง ณ ขณะนี้ ผูเขียนคาดวาผูอานมีความเขาใจเกี่ยวกับทิศทางความเคนหลักทั้ง

ในลักษณะเฟสซอนรูปและเฟสเต็มรูป แตผูอานอาจจะมีคําถามที่สําคัญอีกขอหนึ่ง กลาวคือ การใชเฟสซอนรูป

และ/หรือเฟสเต็มรูปจะสงผลอยางไรตอการวิเคราะหความเคน คําถามนี้สามารถตอบไดโดยอาศัยสมการ (4) 

ประกอบการอธิบาย จากสมการ (4) เราจะพบวา คาความเคน ' ' x x  และ ' ' y y  จะมีคาขึ้นอยูกับคาความเคน

หลัก 1  และ 2  เทานั้น ทั้งนี้เพราะวา  cos 20 cos 2    แตในกรณีความเคนเฉือน ' ' x y  นั้นจะมีคา

ขึ้นอยูกับคาความเคนหลัก 1  และ 2  และทิศทางความเคนหลัก   ทั้งนี้เนื่องดวย  sin 20 sin2    

เพื่อใหเกิดความเขาใจมากขึ้นใหเราพิจารณารูปที่ 4 ซึ่งเปนภาพของวงกลมมอรที่วาดขึ้นจากสมการ (4) 

ประกอบกับขอมูลในตารางที่ 2  คาความเคนเฉือน ' ' x y  ที่คํานวณไดจะมีการสลับของเครื่องหมายทันทีหาก

เราใชคาทิศทางความเคนหลักในยานเฟสซอนรูป (ดูคาความเคนเฉือน ' ' x y  ในแถวที่ 3 ของตารางที่ 2) ซึ่ง

ลักษณะเชนนี้จะสงผลใหความเคนที่ตําแหนง  และ  มีการพลิกกลับไปมา (flip) รอบแกน   ในขณะที่

ความเคนเฉือนจะมีคาที่ตอเนื่อง หรือไมเกิดการพลิกกลับของเคร่ืองหมายเมื่อเราใชคาทิศทางความเคนหลักใน

ยานเต็มรูป ตัวอยางที่ไดอธิบายไปแลวขางตนเปนสิ่งยืนยันไดเปนอยางดีถึงความสําคัญของทิศทางความเคน

หลักในยานเฟสเต็มรูป สําหรับรายละเอียดเพิ่มเติมเกี่ยวกับเรื่องนี้โดยพิจารณาบนฐานของโฟโตอิลาสติกซิตี

สามารถคนหาอานไดที่ [10] 
 

IV.  ผลการวิเคราะหหาทิศทางความเคนหลักเชิงจุด 
เพื่อใหเกิดความเขาใจ ผูเขียนจะนําเสนอตัวอยางการคํานวณดังนี้ สมมติใหองคประกอบความเคนในระบบ

พิกัดฉาก 30 , xx MPa 90 yy MPa  และ 40 xy MPa  โดยอาศัยสมการ (2) เราจะไดคาความเคน

ฉากเฉล่ีย 60 ave MPa และคาความเคนหลัก 1 110 MPa  และ 2 10 MPa  ดวยขอมูลดังกลาวนี้

เราสามารถคํานวณหาทิศทางความเคนหลักได  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

รูปที ่4 

ว ง ก ล ม ม อ ร พ ร อ ม

รายละเอียดที่สําคัญสําหรับ

ก า ร คํ า น ว ณ ห า ค า

องคประกอบความเคนที่

ตําแหนงใด ๆ เทียบกับแกน

พิกัด  
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4.1   การคํานวณดวยวิธีการเชิงตัวเลข  
ตารางที่ 3 แสดงผลลัพธที่ไดจากการคํานวณเชิงตัวเลขจากสมการแปลงความเคน และสมการคา

เจาะจงและเวกเตอรเจาะจง จากขอมูลในตารางเราจะเห็นไดวา ในกรณีของการใชสมการแปลงความ

เคน (หัวขอ 2.1) เราจะตองคํานวณหาคาทิศทางความเคนหลักโดยอาศัยสมการ (3) กอน ในขณะที่การ

ใชสมการคาเจาะจงและเวกเตอรเจาะจงนั้นไมจําเปนตองใชสมการ (3) ซึ่งสามารถคํานวณไดรวดเร็ว

กวา อยางไรก็ดี ผูอานพึงระลึกถึงความแตกตางของผลลัพธที่ไดจากทั้งสองวิธีดังที่ไดกลาวมาแลว 

กลาวคือ วิธีแรกจะทําให 45 45   p   และวิธีการหลังจะทําให 90 90   p   เปนที่

นาสังเกตวา หนังสือที่เกี่ยวกับรายวิชากลศาสตรวัสดุที่เปนภาษาไทยสวนใหญมักจะกลาวถึงเฉพาะ

วิธีการแรกในการคํานวณหาทิศทางความเคนหลักเทานั้นและไมไดอธิบายเสริมในเชิงลึกเกี่ยวกับเฟส

ซอนรูปและเฟสเต็มรูป 
  

นอกจากนี้จะสังเกตเห็นไดวา การคํานวณหาทิศทางความเคนหลักโดยอาศัยสมการคาเจาะจงและ

เวกเตอรเจาะจงนั้นอาจไมจําเปนตองใชสมการ (9) – (11) แตสามารถใชสมการลําดับแรกหรือลําดับที่

สองในสมการ      (7) ตามลําดับไดทันที กลาวคือ  

tan p xx
p

xy

 




 
  
 

         หรือ       tan xy
p

p yy




 

 
  

 
                                   (15) 

สาเหตุที่เราสามารถใชสมการ (15) ไดก็เพราะวาในแตละสมการนั้นมีตัวแปรเพียงตัวเดียวเทานั้น 

กลาวคือ มุม p  ดังนั้นจากหลักการทางคณิตศาสตรที่วา ตัวแปรเดียวและสมการเดียว เราสามารถหา

คาตัวแปรนั้นได  พึงสังเกตวา หากเรานําสมการทั้งสองในสมการ (15) มาเทากัน และจัดสมการใหมก็จะ

ไดสมการกําลังสองในรูปของความเคนหลัก p  ซึ่งเมื่อเราแกสมการดังกลาวดวยสูตรการแกสมการ

กําลังสอง (quadratic equation) เราก็จะไดสมการที่ใชคํานวณหาความเคนหลัก เชนเดียวกัน (สมการ 

(2)) จากที่กลาวขางตนจึงมีคําถามอยูวา ถาเปนดังนั้นเหตุใดเราจึงยังตองใชสมการ (9) – (11) คําตอบก็

คือวา ในการวิเคราะหปญหาในทางปฏิบัตินั้นเรามักจะวิเคราะหปญหาในลักษณะ 3 มิติ ดังนั้นเราจึง

สามารถเขียนสมการ (5) และ (6) ไดใหมคือ 
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                                                (16) 

ตารางที่ 2 

คาความเคนเฉือน  ที่

แ ป ร เ ป ลี่ ย น ไ ป ต า ม ค า

ทิศทางความเคนหลัก ใน

ยานเฟสซอนรูปและเฟสเต็ม

รูปที่สอดคลองกับสภาวะ

ความเคนหลักในรูปท่ี 4 

 ถึง   ถึง   ถึง   ถึง  

 ( , )  ( , )  ( , )  ( , ) 

 ( , )  ( , )  ( , )  ( , ) 

 ( , )  ( , )  ( , )  ( , ) 

คาในทุก ๆ วงเล็บแสดงคาทิศทางความเคนหลัก  ที่ใชในสมการลําดับสุดทายของสมการ (4) โดยที่คาแรกเปนคาที่

กําหนด ในขณะท่ีคาลําดับท่ีสองเปนคาที่ใชจริง ซึ่งผลลัพธสุดทายเปนไปตามเงื่อนไข  
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          และ 

2 2 2 1x y zn n n                                                              (17) 

จากสมการ (16) เราจะเห็นไดวา ความสัมพันธในลําดับหนึ่งๆ นั้น จะมีสามตัวแปรที่ ไมทราบคา 

กลาวคือ xn  yn  และ zn  ซึ่งในแกปญหา เราไมสามารถใชเพียงความสัมพันธในลําดับนั้นๆ ในการแก

สมการได แตจําเปนตองใชทั้งระบบสมการ กลาวคือ หาความสัมพันธระหวางโคไซนแสดงทิศทางโดยใช

หลักการเดียวกันกับที่ใชพิสูจน 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ทราบสมการ (9) – (11) หรือใชวิธีการแกปญหาเชิงเลข (numerical techniques) ซึ่งวิธีการแกปญหา

เชิงเลขนี้นิยมใชในวิธีไฟไนตเอลิเมนต และดวยเหตุผลนี้เอง หากเราวิเคราะหความเคนดวยซอฟทแวร

ไฟไนตเอลิเมนต ขนาดและทิศทางขององคประกอบความเคน ความเคนหลักหรือคาอื่นใดที่เกี่ยวของก็

สามารถแสดงออกมาเปนภาพไดโดยงาย ทั้งนี้เพราะเราจะทราบคาตาง ๆ ที่โหนด (node) ของเอลิ

เมนต อยางไรก็ดี ผูวิเคราะหปญหาที่ใชซอฟทแวรไฟไนตเอลิเมนตในการวิเคราะหความเคนจะตองมี

ความระมัดระวังอยางมากในการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตใหกับปญหาที่กําลังทําการวิเคราะห หากผู

วิเคราะหกําหนดเงื่อนไขขอบเขตไมถูกตองหรือไมเหมาะสมแลว ก็จะสงผลใหคาตางๆ ที่อยูภายในเอลิ

เมนตมีความผิดพลาดไปดวย ซึ่งปญหานี้ถือเปนปญหาหลักในการวิเคราะหความเคนโดยใชไฟไนตเอลิ

เมนต อนึ่ง ผูที่สนใจสามารถสืบคนเพิ่มเติมเกี่ยวกับวิธีการผสมสานระหวางโฟโตอิลาสติกซิตีเขากับไฟ

ไนตเอลิเมนตไดที่ [11] 
 

อยางไรก็ดี เนื่องจากระบบสมการ (16) เปนระบบสมการแบบเอกพันธ (system of homogeneous 

equations) ผลเฉลยไมสําคัญ (non-trivial solutions) ของระบบสมการนี้ก็คือ 0  x y zn n n  ซึ่ง

ไมเปนจริงตามเงื่อนไขในสมการ (17) ดังนั้น เราจึงไมสามารถแกสมการไดแมวาจะมีสามตัวแปรและ

สามสมการก็ตาม แตตองอาศัยสมการ (17) เขามาชวย กลาวคือ เลือกใชสมการในสมการ (6) เพียงสอง

สมการเทานั้น (คูใดก็ได) รวมกับสมการ (17) เราก็จะสามารถหาคาโคไซนแสดงทิศทางความเคนหลัก

ทั้งสามคาที่สอดคลองกับความเคนหลัก 1  2  และ 3  ได  
 

4.2   การคํานวณวงกลมมอรและจุดขั้ว 
ผลลัพธที่ไดจากวงกลมมอรและจุดขั้วแสดงอยูในรูปที่ 5 จากรูปจุด  ' 30,40A  เปนจุดขั้ว จาก

หลักการที่ไดกลาวไวในหัวขอ 2.3 เราก็จะไดทิศทางความเคนหลัก 2  โดยการลากเสนตรงจากจุดขั้ว

ไปตัดกับจุด E มุมระหวางแนวเสนอางอิงกับเสนตรง 'A E  ที่วัดในทิศทางตามเข็มนาฬิกาก็คือมุม 2p  

ดังนั้น เอลิเมนตความเคนหลักก็จะอยูที่ตําแหนงหนาตัด  และ  จากการวัดมุมโดยใชเครื่องมือวัด

มุม เราจะไดวามุม 2 26  p  และ 1 64  p  (ความถูกตองของคามุมที่วัดไดนี้ขึ้นอยูกับ

 

 
 

วิธีการ มุม p  มุม p  สําหรับ 1  มุม p  สําหรับ 2  

สมการแปลงความเคน         (หัวขอ 2.1)    

สมการคาเจาะจง และเวกเตอรเจาะจง 

(หัวขอ 2.2) 

-    

 

ตารางที ่3 

ผลการคํานวณหาคาทิศทาง

ความเคนหลักโดยสมการ

แปลงความเคน และสมการ

ค า เจ าะ จง แล ะเ วก เต อ ร

เจาะจง 
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เครื่องมือที่ใชวาดวงกลมมอรและขนาดของวงกลมมอร) สําหรับทิศทางของความเคนเฉือนคาสูงสุด 

max  สามารถหาคาไดโดยวัดมุมจากเสนอางอิงไปยังเสนตรง 'A D  ในทิศทางตามเข็มนาฬิกา ซึ่งมี

คาประมาณ 71   และเอลิเมนตความเคนก็จะอยูที่ตําแหนงหนาตัด  และ  ผูอานพึงสังเกตวา มุม

ของความเคนเฉือนจะอยูหางจากทิศทางความเคนหลักเทากับ 45   ดังนั้น ทิศทางของความเคนเฉือน

ก็คือ 26 45 71      และ 26 45 19      สําหรับคามุม  สามารถหาคาไดโดยตรงใน

วงกลมมอรโดยลากเสนตรงจากจุดขั้วไปตัดจุด F  
 

V. ผลการวิเคราะหหาทิศทางความเคนหลักเชิงสนาม 
จากตัวอยางในหัวขอ IV ที่ผานมาจะเห็นไดวา เราสามารถคํานวณหาคาความเคนหลักและทิศทางไดโดยงาย

โดยใชสมการแปลงความเคน วงกลมมอรและจุดขั้ว และสมการคาเจาะจงและเวกเตอรเจาะจง อยางไรก็ตาม 

สิ่งสําคัญที่เราจะตองระลึกไววา ผลลัพธที่เราคํานวณไดเปนของสภาวะความเคน ณ จุดใดจุดหนึ่งในชิ้นสวน

หรือโครงสรางที่รับภาระเทานั้น ดังนั้น จึงมีคําถามขึ้นมาวา เราจะตองคํานวณหาคาความเคนหรือวาดวงกลม

มอรเปนจํานวนมากนอยเทาใดเพื่อที่จะใหครอบคลุมทั่วทั้งชิ้นสวนนั้น คําตอบก็คือ จํานวนอนันต ทั้งนี้เนื่องจาก

ความเคนเปนปริมาณที่มีความตอเนื่องทั่วทั้งพื้นที่ (พิจารณาสมการสมดุลของความเคน [4]) 
 

 

  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  
 

รูปที ่5 

วงกลมมอร และคาความเคน

และทิศทางที่หาโดยจุดขั้ว 
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เพื่อใหเกิดความเขาใจเชิงลึกแกผูอาน ผูเขียนจะนําเสนอตัวอยางการคํานวณผานผลเฉลยแมนตรงของปญหา

แผนจานกลมรับแรงเขมกดในแนวเสนผานศูนยกลาง  
 

5.1 ผลเฉลยแมนตรงของปญหาแผนจานกลมรับแรงเขมกดในแนวเสนผาน

ศูนยกลาง 
สมการองคประกอบความเคน , xx yy  และ  xy  ที่เปนผลเฉลยแมนตรงของปญหาแผนจานกลมรับ

แรงเขมกดในแนวเสนผานศูนยกลาง (รูปที่ 6) สามารถเขียนไดดังนี้ [12] 
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โดยที่  และ  คือ รัศมีและเสนผานศูนยกลางของแผนจานกลม ตามลําดับ  คือแรงเขมกด และ  

คือความหนาของแผนจานกลม สําหรับผลเฉลยแมนตรงนี้ไดมาจากทฤษฎีสภาพยืดหยุน หากเราแทน

คาองคประกอบความเคนจากสมการ (18) ลงในสมการ (3) ก็จะสามารถหาคาทิศทางของความเคน

หลักได เนื่องจากวา พจน 2 / F t  เปนพจนรวมขององคประกอบความเคนทั้งสามคา ดังนั้นคา

ทิศทางความเคนหลัก p  ที่คํานวณหาไดจากสมการที่ (3) จึงไมขึ้นอยูกับขนาดของแรงเขมกด  และ

ความหนา  สําหรับคาทิศทางความเคนหลักของปญหานี้สามารถคํานวณหาไดโดยงายโดยอาศัย

ความสัมพันธดังนี้ [11] 

2 2 2

2
tan p

xy

R x y
 

 
                                                        (19) 

 

   รูปที ่6 

ลักษณะเชิงรูปรางและมิติ

ของปญหาแผนจานกลม

รั บ แ ร ง เ ข ม ก ด ใ น แ น ว    

เสนผานศูนยกลาง  
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ซึ่งจะเห็นไดวาคามุม p  ไมไดขึ้นอยูกับแรงและความหนาของวัตถุดังที่ไดกลาวขางตน เปนความโชคดี

ของปญหานี้ที่สามารถพิสูจนทราบสมการ (19) ได อยางไรก็ตาม ยังมีผลเฉลยของปญหาอีกหลาย

ปญหาในทางปฏิบัติที่ไมสามารถหาความสัมพันธของทิศทางความเคนหลักในรูปแบบอยางงายไดเนื่อง

ดวยความซับซอนของผลเฉลยขององคประกอบความเคน ตัวอยางของผลเฉลยของแผนวงแหวนกลมรับ

แรงเขมกดในแนวเสนผานศูนยกลางสามารถยืนยันคําอธิบายนี้ได [12] ดังนั้นการใชวิธีการที่กลาวแลว

ในหัวขอ 2.1 2.2 หรือ 2.3 จะมีความเหมาะสมมากกวา ผูอานพึงระลึกไววา การแกปญหาเชิงวิเคราะห

นั้นมีขอจํากัดเนื่องดวยไมสามารถหาผลเฉลยแมนตรงไดครอบคลุมทุกปญหาที่เกิดขึ้นจริง ดวยเหตุนี้ 

การคํานวณเชิงตัวเลข (บนเครื่องคอมพิวเตอร) หรือการวิเคราะหเชิงทดลองจึงยังเปนเรื่องที่มีความ

จําเปนอยางยิ่ง สําหรับความสัมพันธระหวางวิธีการวิเคราะหความเคนสามารถสืบคนไดที่ [13] 
 

พิจารณาสมการ (18) จะพบวา ณ จุดที่แรงกระทํา  0,P R  องคประกอบความเคน  xx ,  yy  และ 

 xy  จะมีคาเขาใกลคาอนันต ในขณะที่จุด  องคประกอบความเคน 1 /   xx F Rt , 

2 3 /    yy F Rt  และ 0 xy  จากการพิจารณาทั้งสามจุด เราสามารถแปลความไดวา 

ความเคน  จะเปนความเคนดึงเสมอ และความเคน  yy  ก็จะเปนความเคนอัดเสมอเชนกัน สิ่งที่

เกิดขึ้นสอดคลองกับเปนจริงโดยพิจารณาวาเรากําลังออกแรงกดกอนเยลลีกลม ซึ่งเมื่อเกิดความเคนใน

กอนเยลลีนั้นแลว ดานขางจะพองหรือยืดตัวออกในขณะที่ดานบนและลางจะยุบตัวเขาหากัน กลาวคือ 

จากรูปรางกลมจะคอย ๆ กลายเปนรูปรีตามขนาดของแรงกด  
 

ตอไปใหเราพิจารณาหาคาทิศทางความเคนหลัก โดยกําหนดเงื่อนไข 300F N  30D mm  และ 

6t mm  ซึ่งผลลัพธจากการคํานวณแสดงในตารางที่ 4  

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

จุดที่พิจารณา   สมการ (3) สมการ (15) ซาย  สมการ (19)  

จตุภาคท่ี 1     

จตุภาคท่ี 2     

จตุภาคท่ี 3     

จตุภาคท่ี 4     

จตุภาคท่ี 1      

จตุภาคท่ี 2      

จตุภาคท่ี 3      

จตุภาคท่ี 4      

 จุดที่พิจารณาในสดมภที่ 1 ส่ีลําดับแรกคือ จุดสีขาว สวนที่เหลือคือจุดสีแดง ในรูปท่ี 7  

 ผลลัพธท่ีไดจากสมการ (15) ทางดานขวามือจะใหผลลัพธท่ีเหมือนกัน 

 คาที่คํานวณไดจะมีความตอเนื่อง แตไมสามารถระบุไดวาสอดคลองกับความเคนหลักคาใด อยางไรก็ตามจากการ

เปรียบเทียบกับคาในสดมภที่ 3 ก็จะพบวาเปนของความเคนหลัก  

 คาท่ีแสดงเปนคาที่ผานการจับคูท่ีถูกตองตามขั้นตอนในหัวขอที่ 2.1 แลว อยางไรก็ตาม คาที่คํานวณไดจากสมการ (3) ใน

ครั้งแรกกอนการจับคูจะสลับตําแหนงกัน กลาวคือ  สําหรับคาทิศทางความเคนหลักในสดมภ

ที่ 3 และ 4 ไมตองทําการจับคูแตอยางใด 

ตารางที ่4 

ผลการคํานวณหาคาทิศทาง

ความเคนหลักโดยสมการ

แปลงความเคน  สมการคา

เจาะจงและเวกเตอรเจาะจง

และสมการจากทฤษฎีสภาพ

ยืดหยุน 
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พึงสังเกตวา ไมวาเราจะกําหนดคาแรงกดเปนเทาใดก็ตาม คาทิศทางความเคนหลักก็ยังคงมีคาเทาเดิม 

(พิจารณาสมการ 19) เพื่อใหเกิดความเขาใจโดยถองแท ผูเขียนจะขออธิบายขอมูลตาง ๆ ในตารางที่ 4 

พรอมกับภาพสนามความเคนในหัวขอถัดไป 
 

5.2   ภาพสนามทิศทางความเคนหลัก 
รูปที่ 7 แสดงภาพสนามทิศทางความเคนหลักที่สรางขึ้นดวยคอมพิวเตอร โดยอาศัยหลักการใน [[13]] 

รูปที่ 7ก และ 7ข เปนภาพสนามทิศทางความเคนหลักในยานเฟสซอนรูป 45 45   p  และ

เฟสเต็มรูป 90 90   p  ตามลําดับ โดยที่จํานวนจุดภาพที่อยูในอาณาบริเวณตัวแบบมี

ประมาณ  121000 จุดภาพ พิจารณาภาพเฟสซอนรูปจะพบวาการคํานวณหาคาทิศทางความเคนหลัก

โดยใชสมการ (3) จะใหคาที่ตอเนื่องในพื้นที่ใหญ (ทิศทางความเคนหลัก 1 ) ทั้งสี่จุดสีขาว อยางไรก็

ตาม เมื่อจุดที่พิจารณาเปนจุดสีแดง คาทิศทางความเคนหลักที่คํานวณไดจากสมการ (3) จะเกิดการ

สลับคาทันที (ตารางที่ 4) ตัวอยางเชน จุด  (พิจารณารูปที่ 7ค ประกอบ) คาที่ควรเปนทิศทาง

ความเคนหลัก 1  คือ กลาวคือ 1 56.90 p  (ลูกศรสีแดง) แตเนื่องจากคาดังกลาวมีคามากกวา 

45  ดังนั้น คาที่แสดงออกมาคือ 2 33.10  p  (ลูกศรสีน้ําเงิน) และลักษณะเชนนี้จะเปนจริงสําหรับ

อีกสามจุดสีแดงที่เหลือ ณ บริเวณดังกลาวเราจะเห็นไดวา ลูกศรสีแดงจะสลับตําแหนงกับลูกศรสีน้ําเงิน 

ซึ่งสังเกตไดจากรูปเอลิเมนตขนาดเล็กในรูปที่ 7ค ผูอานพึงระลึกไวเสมอวา แกน 0  ของลูกศรสีแดงคือ 

แนวแกน   ขณะที่แกน 0  ของลูกศรสีน้ําเงินคือ แนวแกน  แนวเสนที่เปนขอบเขตระหวางสีดํากับสี

ขาวนั้นมีชื่อเรียกวา ‘เสนเฟสพลิกกลับ’ (phase-flipped line) สําหรับการศึกษาในสาขาโฟโตอิลาสติกซิ

ตีนั้นจะเรียกวา ‘ร้ิวไอโซคลินิก’ (isoclinic fringes) 
 

รูปที่ 7ง แสดงภาพเฟสเต็มรูปของทิศทางความเคนหลัก  สวนภาพเฟสเต็มรูปของทิศทางความเคน

หลัก 2 นั้นจะภาพสะทอนของรูปที่ 7ง ในแนวนอน (ไมไดแสดงรูปภาพ) จากรูปเราจะเห็นไดวา ลูกศรสี

แดงและสีน้ําเงินมีความตอเนื่องทั่วทั้งสนาม พิจารณาแนวเสนของลูกศรสีแดงจะพบวา ความเคนหลัก 

1  พยายามที่จะทําใหแผนจานกลมยืดตัวออกทางดานขาง ขณะที่ลูกศรสีน้ําเงิน ซึ่งแสดงความเคน

หลัก 2  พยายามทําใหแผนจานกลมยุบตัว กลาวคือ ความเคนหลัก 1  เปนความเคนดึง และความ

เคนหลัก 2  เปนความเคนอัด ซึ่งสอดคลองกับตัวอยางในเรื่องเยลลีกอนกลม 
 

จากที่ไดกลาวมาแลวในหัวขอ 5.1 วา การคํานวณคาทิศทางความเคนหลักเชิงสนามนั้นจําเปนอยางยิ่ง

ที่ตองใชเคร่ืองคอมพิวเตอร ซึ่งในบางครั้งอาจมีปญหาเกี่ยวกับคาของอารกิวเมนตในฟงกชันแทนเจนต

ผกผัน กลาวคือ ที่จุด  ,0P x  คาความเคนเฉือน 0 xy  ดังนั้น 1   xx  และ 2   yy  ซึ่ง

สงผลใหไมสามารถคํานวณหาคาทิศทางความเคนหลักโดยสมการ (11) และ/หรือ (15) ดวยเครื่อง

คอมพิวเตอรได ทั้งนี้เนื่องดวยตัวหารในสมการทั้งสองนั้นจะมีคาเทากับศูนย (ภาษาโปรแกรมตาง ๆ จะ

มีคําเตือนออกมาวา ตัวหารมีคาเทากับศูนย หรือมีคาเขาใกลศูนยมากๆ จนกระทั่งไมสามารถจัดเก็บคา

ผลลัพธจากการหารลงในชนิดตัวแปรที่กําหนดไวได) อยางไรก็ดี เราสามารถประมาณคาทิศทางความ

เคนหลักไดโดยการกําหนดหรือสมมติใหผลหารนั้นมีคามากเพียงพอ แลวดําเนินการคํานวณตามปกติ 

ซึ่งผลจากการกระทําดังที่กลาวทําใหทราบวา ณ จุด  ,0P x  1 0 p  และ 2 90 p  ซึ่งตรงกัน

กับลูกศรสีแดงและสีน้ําเงินในรูปที่ 7ค และ 7ง พึงสังเกตวา คาทิศทางความเคนหลัก ณ จุด  0,P y  

จะมีคาในลักษณะเดียวกัน ลูกศรทั้งสองสีใชแสดงทิศทางความเคนหลักเทานั้น ขนาดของลูกศรมิไดมี

ความสัมพันธกับขนาดของความเคนแตอยางใด 
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VI. บทสรุป 
บทความนี้ไดนําเสนอวิธีการคํานวณหาทิศทาทางความเคนหลักบนพื้นฐานของ 3 วิธี คือ วิธีสมการแปลงความ

เคน วิธีวงกลมมอรและจุดขั้ว และคาเจาะจงและเวกเตอรเจาะจง นอกจากนี้บทความยังไดแสดงใหเห็นถึง

ความแตกตางระหวางการวิเคราะหทิศทางความเคนหลักเชิงจุดและเชิงสนามที่ซึ่งเปนรากฐานสําคัญในการ

เรียนในรายวิชากลศาสตรวัสดุและรายวิชาอื่น ๆ ในระดับสูงถัดไป ผลจาการประยุกตใชวิธีการดังกลาวกับ

ปญหาแผนจานกลมรับแรงเขมกดในแนวเสนผานศูนยกลาง ทําใหเราไดเห็นศักยภาพและขอจํากัดตาง ๆ ของ

แตละวิธีการ  
 

สมการแปลงความเคนทําใหเราไดคาเชิงตัวเลขของทิศทางความเคนหลักที่มีความถูกตองสูงแตคาทิศทาง

ความเคนหลักที่คํานวณไดไมสามารถระบุไดวาเปนของความเคนหลักคาใดเวนแตจะใชการแทนคายอนกลับ  

วิธีวงกลมมอรและจุดขั้วเปนวิธีหนึ่งที่ทําใหเราเห็นพฤติกรรมของสมการแปลงความเคนในเชิงของรูปภาพ ซึ่งทํา

ใหงายตอการทําความเขาใจ อยางไรก็ตามผลลัพธที่ ไดจากวงกลมอรจะมีคาผิดพลาดเกิดขึ้นเสมออัน

เนื่องมาจากขนาดของมาตราสวนระหวางคาความเคนและความยาวที่ใชในการวาด การใชวิธีจุดขั้วทําใหเราได

คาทิศทางความเคนหลักไดงายขึ้นอีกระดับหนึ่งเนื่องดวยผูวิเคราะหไมจําเปนตองระมัดระวังเกี่ยวกับความ

แตกตางของมุมในวงกลมมอรกับมุมเอลิเมนตความเคนเหมือนกับสมการแปลงความเคน สําหรับวิธีคาเจาะจง

และเวกเตอรเจาะจงนั้นจะใหคาทิศทางความเคนหลักดวยหลักการที่ไมยุงยากซับซอน นอกจากนี้หลักการของ

วิธีนี้สามารถชวยใหผูอานทําความเขาใจปญหา 3 มิติไดงายย่ิงขึ้น 
 

 

รูปที ่7 

ภาพสนามทิศทางความเคน

หลัก (ก) ยานเฟสซอนรูป

พรอมด วยจุดที่พิจารณา

สําหรับตารางที่ 4 (ข) ยาน

เฟสเต็มรูป (ค) ยานเฟสเต็ม

ซอนรูปพรอมด วยลูกศ ร

แสดงทิศทาง และ (ง) ยาน

เฟสเต็มรูปพรอมดวยลูกศร

แสดงทิศทาง ลูกศรสีแดง

และสีน้ําเงินแสดงทิศทาง

ความเคนหลัก  และ  

ตามลําดับ 



doi:10.4186/ejth.2010.2.1.1 

www.ej.eng.chula.ac.th                   วารสารวิศวกรรมศาสตร  : เลม 2 ฉบับท่ี 1 : วิศวกรรมสิ่งแวดลอมไทย : ISSN 1906-3636 : ตอบรับ ก.พ. 2553  19 

โดยหลักการแลว วิธีการทั้งสามขางตนเปนวิธีการที่ใชคํานวณเชิงจุด แตในความเปนจริง ความเคนและทิศทาง

จะมีการแปรเปลี่ยนไปตามตําแหนงพิกัด  หรือพิกัดอื่นใดที่เหมาะสม ดังนั้น หากเราตองการทราบคาความ

เคนและทิศทางทั่วทั้งสนาม เราก็จะตองทําการคํานวณหลาย ๆ ครั้ง ซึ่งหากพิจารณารูปที่ 7ค หรือ 7ง ก็จะเห็น

ไดวา เราจะตองคํานวณถึง 121000 ครั้ง เพื่อใหครบทุก ๆ จุดภาพ พึงระลึกไววา จํานวนครั้งในการคํานวณที่

กลาวถึงนี้เปนจํานวนคร้ังของการประยุกตใชวิธีใดวิธีหนึ่งเทานั้น จํานวนครั้งในการคํานวณจริงก็คือ จํานวนครั้ง

ในการประยุกตใชวิธีการคูณกับจํานวนครั้งของขั้นตอนการคํานวณภายในของแตละวิธี ซึ่งในทางปฏิบัติไม

สามารถกระทําไดนอกจากการใชเคร่ืองคอมพิวเตอร ความตองการอันนี้สงผลใหเกิดวิธีการคํานวณเชิงเลข เชน 

ผลตางสืบเนื่อง และไฟไนตเอลิเมนต ขึ้นมา อยางไรก็ตาม หากเราใชวิธีไฟไนตเอลิเมนตแลวเราจะทราบได

อยางไรวา ผลลัพธนั้นจะมีความถูกตอง คําตอบก็คือ ยังไมสามารถทราบไดและจะตองมีการทดสอบหรือยืนยัน

ผลดวยวิธีการทดลองอื่นใดและวิธีที่นิยมใชก็คือ โฟโตอิลาสติกซิตี  [11] 
 

จากที่ไดกลาวมาทั้งหมด ผูอานไดเห็นภาพความเชื่อมโยงของวิธีการยอยตาง ๆ ผานการคํานวณหาคาทิศทาง

ความเคนหลัก  ขอมูลและคําอธิบายทั้งหมดขางตนไดนํามาสูบทสรุปที่สําคัญในการวิเคราะหความเคน 

กลาวคือ วิธีการวิเคราะหความเคนมีอยูดวยกัน 3 วิธีหลัก กลาวคือ วิธีเชิงวิเคราะห (analytical method) วิธี

เชิงทดลอง (experimental method) และวิธีเชิงเลข (numerical method) วิธีการทั้งสามตางก็เปนสวนเสริมซึ่ง

กันและกัน เราไมสามารถใชวิธีการใดวิธีการหนึ่งไดเพียงลําพังและตัดสินผลลัพธที่ไดมา ผูอานคาดหวังวา 

บทความนี้จะชวยสรางความกระจางหรือเปนสะพานที่เชื่อมโยงวิธีการยอยเหลานั้นเขาดวยกันจนกลายเปน

ภาพใหญภายใตชื่อ การวิเคราะหความเคน ซึ่งจะชวยใหผูอานเกิดความเขาใจเชิงลึกและสามารถนําไปใช

ประโยชนตอไปได 
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